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PREFAZIONE. 



opera di Calcolo sublime , che le Teo- 
riche tutte di tal parte dell 1 Analisi moderna 
contenga , riesce assai voluminosa , e spaventevole 
a coloro , che allo studio di essa si destinano , non 
col pensiere di voler professare le matematiche, 
ma a solo oggetto di utilmente applicarle a qual- 
che mestiere. Onde volendo noi giovare alla più 
parte di que' giovani , che delle matematiche 
debbono far uso nelle applicazioni air Architet- 
tura , ci siamo impegnati f giusta nostra possa , 
di pubblicare questo Saggio di Calcolo sublime^ 
ove abbiam cercato di esporre le principali teo- 
riche con queil' ordine , che Y esperienza di pa- 
recchi anni ci ha insegnato essere assai vantag- 
gioso a' principianti. Che se taluno voglia esten- 
dere le sue cognizioni in siffatta Scienza , dovrà 
diriggersi alle opere dell' Eulero , del La Croix, 
del Brunacci , del Paoli , del Bordoni , e di 
non pochi altri Sommi Analisti , che con beli* or-» 
dine , con eleganza , e chiarezza il Calcolo su- 
blime hanno chi più chi meno completamente * 
esposto « 
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SAGGIO 

DI 

INTRODUZIONE. 
CAP. L 

I 

BELLE GRANDEZZE VARIABILI , E DELLE LORO FimZ|01Vf . 

fi. i. Principio. I. Ogni grandezza estesa , che 
grandezza geometrica suol dirsi , può intendersi generata 
dal moto di un punto , di una linea , ovvero di una 
superficie : e questa genesi ne imparte successivamente 
a tal grandezza ciascuno di quegi' innumerabili valori , 
che sono tra la stessa quantità ed il nulla. 

a. Princ. IL Ogni angolo , che grandezza tri- 
gonometrica può dirsi , essendone misurato dall' incli- 
nazione scambievole di due linee rette , può conce- 
cepirsi generato dal movimento di una retta intorno 
ad un suo estremo , e sempre in uno stesso piano :ed 
in tal genesi esso si acquista pure ciascuno di que* va- 
lori , che tra lo stesso angolo e J l nulla s' interpongono. 

jj. 3. Primc. III. Ed ogni grandezza meccanica , 
rome sono le velocità , le forze 9 i tempi , ec , può 
concepirsi , che dal nulla prenda origine , e ne passi 
successivamente per tutti quegi' innumerabili valori , 
che in essa possono assegnarsi ; nello slesso modo che 
una linea si può concepire generata dal movimento di 
un punto , una superficie da quello di una linea , ed 
un solido dal convenevole movimento di una superficie. 

§. 4* Princ. IV. Potendosi V unità di un qua- 
lunque numero dinotare con una linea retta; può con- 
cepirsi, che a generare quel numero , un punto pro- 
ceda per una celta direzione descrivendone un 1 altra 
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oretta , che contenga tante Tolte le ptima » quante volte 
il proposto numero contiene V unità : ed in tal genesi 
quel numero si acquista successivamente ciascuno di 
quegl' innumerabili valori, che tra esso e '1 nulla s'in- 
terpongono» 

§. 5. Cor. Dunque ogni grandezza discreta può 
supporsi generata dal movimento di una grandezza geo- 
metrica : e potrà dirsi universale una tal genesi di 
grandezze. 

$. 6. Def I. Chiamasi grandezza variabile ogni 
quantità che si consideri suscettibile di acquistarsi cia- 
scuno di quegl' innumerabili valori , che la sua genesi 
successivamente le imparte. 

§. 7. Post. l. Le grandezze variabili sogliono di- 
notarsi colle lettere finali u , x , y , * , ec. del no- 
stro abbici f o con qualche altra di esso o del greco 
alfabeto , conoue ne piacerà all' Analista. 

8. Def. II. Ogni espressione analitica , che 
contenga una grandezza variabile in qualsivoglia modo 
combinata con altre quantità costanti , dicesi funzione 
di essa variabile. 

%. 9. Def. III. Una funzione di una quantità 
variabile dirassi algebrica , se in essa la variabile tro- 
vasi combinata colle quantità costanti per mezzo di o- 

E erazioni proposte nell Algebra elementare :,coine sono 
l somma 9 la sottrazione r la multiplica , la divisione, 
1' elevazione a potenza , e 1' estrazione di radice. 

§. 10. Def IV. Una funzione di una quantità va- 
riabile si dirà trascendente , se nell' espresssione , che i 
contiene la variabile , si dinoti qualche operazione di- 
versa da quelle , che si espongono nell' Algebra ele- 
mentare. Di tal natura sono quelle funzioni che di- 
consi esponenziali variabili , le logaritmiche , le cir- 
colari , ec. 

§. n. Scoi. Le funzioni algebriche si distinguono 
in intiere e fratte , e ciascuna di queste può esserne 
razionale , ovvero irrazionale. E quantunque . questa 
distinzione possa farsi benanche nelle funzioni trascen- 



V 



denti , pur' n °n di meno gli Analisti la espongono 

*oltanto1 ,er ' e f° n ii° n i algebriche; 

g. is. Drf. V. Una funzione di una quantità va- 
jJabWe si dirà intiera , se ciascuna de* suoi termini sia 
sgombro da denominatore , e se 1' abbia , esso sia una , 
quantità costanter 

i3. Def. VI. Un'espressione fratta, che abbia 
il suo denominatore ingombro di una variabile , o che 
siane grandezza costante il numeratore o variabile , si 
dirà funzione fratta della stessa variabile. 

14* Def. VII. Una funzione di una quantità va- 
riabile si dirà razionale ) se la detta variabile non tro- 
vasi sottoposta a* segni radicali. E se la variabile di 
una funzione trovasi sottoposta a 9 segni radicali , tal 
funzione si dovrà dire irrazionale. 

§. 1 5. Scoi. JJ espressioni a+bx+cxP+$G. , ed 
(o-f6*4-cx*4-ec.)^ sono due funzioni algebriche intiere , 
e razione voli della variabile * , ed è irrazionale la firn- 

n 

zione \/(aJ[J>x+cx % -t-ec'.) m , ove m ed n sono due nu- 
meri tra se primi. Laddove sdno funzioni razionali fratte 

. . a+bx+cx*+ec. t (a+bx+cxi*+ec.) n 
Y espressioni — ■ ; — — — i ed , , „ , — r- — rr 4 ,ové 

771 ed fi sono numeri intieri : e sono trascendenti^ le 
funzioni a*,L(a4-*)» Are. seme, ec. 

$.16. Def. Vili. Ogni espressione analitica 9 
che contenga due o più grandezze variabili in qualsi- 
voglia moda combinate con altre quantità costanti > di* 
cesi /Unzione • di esse variabili. 

§. 17. Cor. Ogni funzione di una o più quan- 
tità variabili 1' è ancor essa una quantità variabile ; 
purché non sia una funzione elevata a zero y o V u- 
nitk innalzata a qualunque funzione , come sono z Q % ed 
1*, di cui ciascuna pareggia l* unità. 

^. 18. Scoi. Le funzioni di più quantità va- 
riabili si distinguono in algebriche e trascendenti , 
e le prime si dividono pure in razionali, ed irrazionali* 
le quali possono essere intiere ovvero fratte. Ma par le 
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deBnizionidi queste funzioni potranno conv nevo i men te 
adottarsi quelle, che quassù abbiamo rapporta p er l e ' 
funzioni di una sola variabile ( 9* io, ia, 1^14). 

19. Def. IX. Una funzione algebrica inWa 
di " più variabili dirassi omogenea , se la somma degli 
esponenti delle variabili in ciascun termine della fun- 
zione sia sempre un medesimo numero , il quale de- 
termina la dimensione della funzione. 

Tali sono le seguenti funzioni x?+a3fy+bxy*+cy^+xz\ 
ed xz+cz* ; poiché la somma degli espo- 

nenti delle variabili in ciascun termine della prima pa- 
reggia il numero 3 , ed in ciascun termine della se- 
conda è uguale a 2. Tale è pure la funzione irrazio- 

nalev^(« , +«*y+y t ), m ch'è di~ dimensioni ; poiché 

svolgendo in serie quel radicale (a) , in ciascun termine 
di tal serie la somma degli esponenti delle variabili 

trovasi uguale al numero . 
n 

§. 20. Def. X. Una funzione fratta di più va- 
riabili dirassi omogenea , se sieno funzioni omogenee 
il numeratore e'1 denominatore di essa funzione : e la 
dimensione di tal funzione ne sarà determinata dalla 
dimensione, del numeratore diminuita della dimensione 
del denominatore di quel fratto , che la dinota. 

Tali sono le seguenti funzioni fratte 
xy+y* xwx-yVy xt-axy+y* 

ax-y 9 x 3 -axy*+y ò 9 x 3 -aax?y-y* * 
di cui la prima è di una dimensione, la seconda di — f 
dimensioni , e la terza di — 1 dimensione. 

$. ai. Scoi. In questo Capo vengono dimostrate 
le principali verità,, che si appartengono alle funzioni 
algebriche , e nel seguente quelle , che riguardano le 
funzioni esponenziali e le logaritmiche. Ma relativa- 

(a) Insti fazioni di Algebra §. és8 



niente ali* l'unzioni circolari saranno omesse le dimo- 
strazion' di quelle verità , che negli Elementi di Tri- 
gon^ e ti*ia sogliono esporsi. 

22. Post. IL Una qualunque funzione della 
variabile x ne sarà dinotala dalla X, o pure prefiggen- 
do alla x posta dentro di una parentesi una delle se- 
guenti lettere />F><P> ovvero $. Cioè una qualunque fun- 
zione della variabile x ne sarà dinotata da X,daf(x), 
da F(#), da q> (*), o pure da ♦ (*). 

§. a3. Post. III. Una qualunque funzione della 
somma di più variabili x y y,ec. ne sarà in seguito di- 
notata dalla somma di esse variabili poste in una pa- 
rentesi , cui venga premessa una delle lettere /*F,9, ov- 
vero cioè da /Y*+^+ec),daF(*fy+ec.), da 
9(x+jr+ecJ) % o da $(*+y+ec). 

$. 34. Post. IV. Una funzione di più variabili 
x > y y ec. in qualsivoglia mbdo combinate tra loro e 
con altre quantità costanti verrà in seguito dinotata da 
una delle seguenti espressioni f{x^y, ec.)>-F(x,y, ec.) f 
ec.) , o y 9 ec. ) 

§. a5. Ass. J. Ogni grandezza variabile pub 
farsi uguale a ciascuno di quei valori determinati , che 
possono convenirle. 

§. 36. Ass. II. Ogni funzione di una quantità va- 
riabile può porsi uguale a ciascuna di quelle grandezze 
determinate , che generalmente rappresenta. 

27. Ass. 111. Se costruiscasi una curva , che 
abbia per equazione caratteristica y = F(s) , ogni or- 
dinata di questa curva espressa per y esibirà il valore 
geometrico dell 1 indicata funzione. Onde conoscendosi 
il corso perimetrico di quella curva si potranno in- 
tuitivamente percepire i cangiamenti di quella fun- 
zione. 

PROF. I. TEOR. 

^.28. Se una funzione algebrica della varittòile 
x si ponga aguale a zero , o ad una grandezza co- 
stanto o a qualche altra algebrica funzione della x ; 
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in ciascuno di questi casi non resterà viabile la 
grandezza x , ma diverrà determinata acquistan- 
done i soli valori soddisfacenti ali* equazione y +he 
»• èmerge. 

Dirti. Sia X la- proposta funzione , che dal porla 
uguale a zero , o ad una grandezza costante , o a qual- 
che altra algebrica funzione della x, e con praticarvi 
gli ovvii riducimenti ne dia 1' algebrica equazione 

Ax^Bx^+Cx^+Dx» 1 - *. . . +T=o , 
ove le À,B,C,D,..T sono grandezze note. Sarà chiaro 
non essere più la x suscettibile d' infiniti valori , ma 
di que 9 soli , che sono soddisfacenti all' esibita equa- 
zione , e che dal risolverla si rilevano. Dunque in tal 
caso la x diviene una grandezza costante. C. B. D. 

PROF.- IL TEOR. 

19. Ogni funzione algebrica , intiera , e ra- 
zionate della quantità variabile x potrà esserne 
esibita per lo prodotto di /attori della forma 
che saranno tanti di numero per quante saranno le 
unità del massirjio esponente della variabile in essa 
funzione. 

Sol. Sia Ax n +Bx n ~ ì +(W g ~*+Dx n '- 3 +....+T la pro- 
posta funzione. Sarà chiaro , che se tal funzione si 
ponga uguale a zero , e poi si divida per A, ne dovrà 
emergere 

B C f D , T 

11 cu} primo meiqbro risulta multiplicando tra se n fat- 
tori della forma x-fa(a). Dunque se ciascuno di tali 

n 

fattori sì multiplichi per>/A t e di poi i prodotti , che 
si ottengono, si multi plichino tra forò , si avrà per ul- 
timo prodotto quello , che si ottiene multiplicando 

i 

(a) lastiluzioni di àlgebra V 2*° 
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x/À 71 per io prodotto di n fattori della forma a+x. Ma 
questo ultimo prodotto adegua la proposta funzione \ % 

71 

ed i prodotti di </A per binomii della forma a+x sono 
della forma «x-f^. Dunque ogni funzione ec. C.B.D. 

§. 3o. Cor. Concessa la risoluzione delle alge- 
briche equazioni, una qualunque funzione algebrica, 
intiera , e razionale di una quantità variabile può sem- 

fire risolversi ne' suoi fattori lineari , che saranno rea- 
i , o immaginarti , o gli uni cogli altri tramischiali* 
Ma ciascuno de' fattori immaginarii ne ha sempre un 
altro affine , sicché il prodotto di essi P è reale, 
ed emerge sotto la forma trìnomiale a a*+c* f 
ove la cYh maggiore della a. Dunque concessa la ri- 
soluzione delle algebriche equazioni , ogni funzione 
algebrica , intiera e razionale di una quantità va- 
riabile può sempre risolversi in fattori reali di pri- 
mo y o di secondo grado. 

_ C A P. II. 

DELLE GRANDEZZE ESPONENZIALI, E DELLE LOGARITMICHE»; 

§. 3i. Drf. XI. Grandezze esponenziali va- 
riabili si dicono quelle quantità costanti , o variabili, 
i cui esponenti sono variabili, 

X 

X 

xx V 

Tali sono a ^ y , a r , z , ec. 

32. Cor. Sia mzza*. Il valore di » sarà quell'e- 
sponente, che deesi porre alla base a affinchè risulti mz=a*» 
Ma supposto, che sieno date le grandezze m ed a, quei 
valore di x non si può per mezzo di algebriche opera-» 
zioni determinare. Dunque a ragione le grandezze espo- 
nenziali tra le quantità trascendenti si annoverano. 

^. 33. Scoi. La grandezza esponenziale a x è 
la più semplice tra le quantità esponenziali : essa so- 
vente risulta dai calcoli , e la di lei teorica P è come 
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di base delle funzioni logaritmiche. Dunque soltanto 
di tale grandezza esponenziale convien determinare di 
quali valori sia suscettibile. 

PROF. 111. TEOR. 

§. 34* 11 valore della grandezza esponen- 
ziale a* dipende non solo dal valore , che può pren- 
dere V esponente variabile x di essa , ma benanche 
da quello y che alla base a le si assegna. 

Dim. Poiché se facciasi 1* esponenziale a x si 
converte nell'altra 1*, che rè sempre uguale ad i per 
qualunque valore si dia ad x. Che. se facciasi a mag- 
giore di i , e si ponga x=o , la proposta grandezza e- 
sp oneuziale ne diverrà a°, eli' è uguale ad l (a) : e nella 
medesima ipotesi di a maggiore di 1 il valore di a x 
crescerà col crescere la x, tal che posto per i un nu- 
mero infinito ne diverrà a x =za™ , cioè uguale all' infi- 
nito : e ponendo per x un numero negativo , la me- 
desima grandezza esponenziale si convertirà nell* altra 

i 

ar~ x , che adegua il fratto aX (i)»ove a è maggiore di i. 

Ma tal fratto diminuisce a misura che cresce la x, tal 

i i 

che ponendo la x=z oo, ne diverrà a x= a »=o. Dunque 

posta la base a maggiore di 1, la grandezza a x può pren- 
dere ciascuno di quei valori , che sono tra zero e l' in- 
finito , ma non potrà mai divenire negativa. 

Finalmente se facciasi a uguale ad un tratto vera 
positivo, e si ponga *==o, la grandezza esponenziale a x 
ne diverrà eh 9 è uguale ad r. e nella medesima i- 
potesi il valore di a* diminuirà col crescere la x y tal 
ohe posto per x un numero infinito , ne diverrà a x — a 00 , 
cioè uguale ad un fratto vero niultiplicato ua infinito- 
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numero di volte per se stesso 9 o sia uguale a zero: 
e ponendo per x un numero negativo , la medesima 
grandezza esponenziale si convertirà nell'altra a—* , che 

adegua a x. Ma tal fratto cresce a misura che cresce la x , 
tal che ponendo la x uguale all' infinito ne diviene 

a— *= a <*> , cioè a— *>= Q , 

i e '1 zero nelP unità si contiene un infinito numero di 
volte. Dunque ponendo la base a uguale ad un fratto 
vero , la grandezza esponenziale a* può prendere eia-» 
scuno di quei valori , che sono trai zero e l'infinito, 
ma non potrà mai divenirne negativa. Dunque ec. C. B. D. 

35. Def. XII.; 11 logaritmo di un numero é 
quell' esponente , che devest apporre ad una certa 
base maggiore di i, affinchè la grandezza esponenziale, 
che ne risulta , pareggi lo stesso numero. 

Risch. Sia il numero a maggiore di l, ed x di- 
noti queir esponente y (he devfesi apporre alla base a, 
affinchè sia il numero y uguale ad a x . Sarà il loga- 
ritmo di y uguale ad or, e tale uguaglianza sarà ih se- 
guito dinotata da Log.y=x. 

36. Cor. Suppongasi , che nelP equazione y=a* 
sieno a. ed x variabili , ed y costante. Sarà chiaro , 
che se diminuisce il valore della x debba crescere quello 
di «, e viceversa. Il perchè di un medesima numero 
y i logaritmi sonò infiniti per esserne infiniti i valori „ 
che possono assegnarsi alla basa a. Ma non pertanto 
gli Analisti considerano semplicemente i logaritmi y 
che risultano per due soli valori della base a, che in 
seguito saranno esibiti. 

§. 37. Def. XIII. Qualora dall'equazione a m ^y 
si passi ali 9 altra *=Log.y , si dirà fatto un passag- 
gio dai numeri ai logaritmi ; e viceversa se dal- 
l' equazione jrsLog.y si riviene ali 1 altra a*=p> si dirà 
latto il passaggio dai logaritmi ai numeri* 

$• 38. Cor. 1, Essendo y=a* , e con ciò 
hog.yjzx ; V è chiaro , che i log -mi di quei numeri , 
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che sodo potenze della base? a debbono essere razionali. 

§. 3g. Cor. Ih Supposto che a sia. un nume- 
ro razionale \ i logaritmi dei numeri razionali* , che 
non sono potenze della base a non possono essere ra- 
lidnbli , riè irrazionali. Poiché èe il numero b y che non 
sia potenza della base a, abbia il suo» logaritmo uguale 
ad un numero razionale dovrà essere a^^b. Ma aP è 
una potenza di a. Dunque sarà*£la stessa potenza di ai 
il che ripugna. Che se il numero b non sia potenza della 
base a , ed abbia per logaritmo «** numerò irrazionale 
p ; dovrà essere pure aPatb. Ma il valore di a? non 
può ottenersi esattamente. Dunque neppure il numero 
b potrà esibirsi esattamente : il che è essurdo. 

• §. 4°- Cor. III. E poiché i logaritmi dei numeri, 
che non sono potenze delia base a, non possono es- 
sere razionali , ne irrazionali 3§), a ragione i Ioga* 
ritmi si pongono tra le quantità trascendenti. 

PROF. IV. TÉOR. 

. • ■ * : < • • . 

• 4** Quabmqué da kt base di uri sistema lo* 
garitmico , il logaritmo dell' unità è sempre ugnale 
B ■> zero 9 il logaritmo 4i uh numero maggiore di t è 
positivo , ed è negatilo jl logaritmo di ogni numera 
eh* è tra H zero e f unità. 

- Dim. Sia y il valore della quantità esponenziale 
Q*, la cui base a è maggiore di' f. Sarà ( §. 37Ì ) 
«pLog.y^=;Log.à*. Onde se per x si ponga zero, né 
risalterà ot=Log,a°irLog.i4 : se. per a? si ponga un qui- 
lunque nomerò positivo intiero , o fratto*, e che si di- 
noti per /», ne dovrà risultare /«Log.a*, eh' é sempre 
maggiore di i, pòi- esserne a maggiore di r: e .se per 
* si popga il hucmro negativo — /*, si' avrà 

-Tz^Log.a^Log.^i. Ma & sempre tninore di *; 
Dunque .qualunque sia' éc. C.B.D, ' x m> ' . ! 
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PKOp. f. TEQK* 

4*. ? n °8 n * Etèrna logaritmico il logaritmo 
del prodotta di due numeri è quanto la somma de lo* 
garitmi di essi numeri , e 9 l logaritmo , di un quota 
uguaglia il logaritmo del dividendo diminuito di quella 
del divisore. y ■■ 

E con questi due principii si possono i calcoli 
aritmetici ^agevolar grandemente. * 

*Dim. Par. I. Sia n x =# t ed a*tiu. Sarà *=Log.y,£=3 
Log.?, ed x+z~Log.y+LagM. Ma multiplicando tra se 
i primi ed i seco; di membri delle due equazioni 
a*zy f ed a*=U , si ha pure a*-\*zzyu 9 e con ciò 
x+z zzLog.yu. Il perchè èssendo uguale sì a 
«k°g- y+Log. il f che a Log., yu f dovrà essere 

Log. yu~L%.. y+Log.tf» 

Par. II. Io oltre,, se il primo; membro dell' equa** 
rione a?=ysi divida pel primo membro dell'altra a?^u % 

e 1 secondo pel secondo , ne dovrà risultare a*~*s£- 9 
ed x~£==Log.— . Ma V è a;=Log ; /, e z^Log.a. Dunque 

dev'essere pure &=Log.y-Log.w , e con ciò 
Log.Z=Log.j'-Xog.i4. » 

Par. /i/. Xa multipUca di due numeri potrà ese- 
guirsi sommando i logaritmi di essi, e poi riscon- 
trando nelle tavole logaritmiche qual numero corri- 
sponda a tal somma , cioè che abbia miesta somma 
per suo logaritmo; un tal numero sarà F addimàndató 
prodotto. La divisione poi di un numero per uu altro, 
potrà eseguirsi sottraendo dal logaritmo del dividendo 
Quello del divisore , e riscontrando, nelle tavole loga- 
ritmiche qual numero corrisponda alla detta differen- 
za di logaritmi ; esso dovrà dinotare 1* addi mandato 
quoziente. Dunque in ogni sistema logaritmico e e 
Cu B. Dé 
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PBOP. FI. TEOR. 

43* I n °8 n * sistema logaritmico II logaritmo 
di una qualunque potenza di un numero adegua il 
logaritmo di esso numero multiplicato per V indice 
della potenza. E ciò ne agevola le operazioni arit- 
metiche delV elevazioni a potenze e delt estrazioni 
di radici. 

Dim. Par. 1. Sia Log-ysr*. Sarà y=a* f ed 
y n -a n * . Onde dovrà essere Lo%.y n zznx , cioè 

Log.ysnLog jr. 

Par. il. Il perchè se vogliasi una qualunque po- 
tenza intiera o fratta di un qualsivoglia numero y , ba- 
sterà multiplicare il logaritmo di y per l' indice di tal 
potenza , e poi riscontrarne nelle tavole qual numero 
La per logaritmo un tal prodotto. Sarà questo numero 
V aadimandata potenza del numero dato. Duhque in o~ 
gni ec. C.B.D. 

CAP. III. 

r 

DELL 9 EVOLUZIONI DELLE FUNZIONI Ift SERIE* 

PROP. FU. TEOR. 

%. 44* Se d" 6 funwm intiere e razionali di una 
medesima quantità variabile sieno tra se uguali y do- 
vranno essere benanche uguali i coefficienti dei ter- 
mini , nei quali si contengono uguali potenze di 
guelfa variabile. 

, Ditti. Le proposte funzioni ne sieno dinotate ri- 
spettivamente da A«f.B#-J-C# 1 + D* 3 «f»ec, e da 
«^x+c^+dj^-fec, ove A>B»C,D, ec, a,&,c,<Z,ec. sono 
quantità costanti. Sarà chiaro > che V equazione 

A+Bx+Cx 1 +Dx 3 +ec.=a+6x+.c^+di 3 +ec^ 
debba aver luogo per qualunque valore della variabile 
*. Ma ponendo octzo spariscono dal primo e dal secondo 
membro tutt' i termini ali 9 infuori di A ed a. Dunque 
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dovrà essere À=a. II perchè togliendo A ed a dai 
membri della proposta equazione, dovrà risultarne 

o sia B+C^+D* , +ec.^4<?jc+{te t +ec, 

e ponendo a:=o * si avrà B=&. Nello stessa modo potrà 
dimostrarsi , che sia G=e , D=rf , ec. Dunque se dile 
funzioni intiere ec. C. B. D. 

45. Cor. Di qui si rileva , che se pongasi la 

frazione q , uguale alla serie A+B^r+Cd^+Da^+ec. 
iw-f rase 

si potranno in Facil modo determinare i coefficienti 
ignoti A,B,C, D* ec. dei termini di essa serie. Poi- 
ché multiplicaudò si la frazione , che quella serie pel 
denominatore m+nx della stessa frazione f ne risulta 

Onde dev* essere A/n=a , B/n-f A/i=:o y CmfBn^o % 
D/rc-f C/a=o , ec.; dalle quali equazioni si ha 

A crii. R — ozi B/j^+a»* p_-C/>^ — ow 3 

m m 11»* //» 4 m 3 ' m m* 9 
ec. Il perchè dev' essere 

a a anx , anV <m 3 * 3 



m m* * m* mi 
Similmente se pongasi 

e si moltiplichi ciascun membra di questa equazione 
per m±njc+rx\ si avr£ 

&»:=A/ìH+Ànj^f Ar#*-f Br^^Cr^+ec. 

+B/»^4.B/j* a +C»«3+D/i*^+ec. 

^Giw^+D/wx 3 +Em*^fec. > 



1 
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« con ciò 



A/n=a , An+Bm=b , Ar+B«+Oi=o t BrfCn+D/nno , 
CrfD«+Em=o , ec. , 

e maneggiando queste equazioni, sì otterrà 

a v» 6— A/ì bm—an * — Ar— B/i 
A=— > *»— — =« , — 9 L * = * 



m m w //i 

—ar bmn^an % • 
in m* *—bmn—arm 

) ec* 
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Ma questo metodo non potrà adottarsi per Svolgere in 
feerie quei fratti, di cui ciascun termine del denomi- 
natore ha per fattore qualche potenza della variabile oc , 
di cui lMstesso. fratto è funzione; poiché ponendo , a 
cagton d' esempio', 

=A + Ba tt Cx»tDx3 +e c. , " 

ne risulterebbe 

o=A/iwr-f.Ara^+Bw 3 +Cr^+ec, 

fBma^fCmj: 3 +Dinx4+ec. 

Onde ponendo mo, si avrebbe o»o. Il che ripugna. 
Il perchè in tal caso converrà dividere il denominatore 
del proposto fratto per la massima potenza di x , ch'è 
fattore di esso denominatore , e poi svolgere in serie 
la frazione, che ne risulta. Così volendo svolgere in 

a-j-&r+c:r*+ec« 
in serie la frazione — -rr — STùtt — n~zrr — i sarà me- 

stieri dividere il denominatore di essa per la massima 
potenza xP della x , eh* è fattore dello stesso denomi- 
ni m \ m b X*\*CX*'\'GC • 

natore e poi svolgere in serie il fratto—: : — r; — 

° tìè+nxfrx*+ec. 

che ne risulta. Sarà chiaro , che dividendo i termini 



3 9 

di quella serie per a? si debba ottenere 1' altra serie 

a+bx+csP+ec. 
cui è uguale il fratto r- — p^»t p .o.*j_ " ' '« 

PROF. Vili. PROBL. 

§. 46. Esibire il seno dell' arco x per una serie 
cT infiniti termini , che procedendo dal primo con- 
tengano le potenze crescenti dello stesso arco. 

Sol. Sia r il raggio del cerchio, nel quale è pre- 
so l'arco x* e si assuma seri x uguale alla serie 
ax^bx^cx^\dx 7 ^ec 9 nella quale ciascun termine 
deve avere per fattore una potenza dispari della x ; 
poiché posto xso ne diviene sen x=q , e spariscono 
tutt'i termini di quella serie , e posto — #in luogo di 
x , si ha sen^rs— senx, e tutt'i termini della mede- 
sima serie debbouo cangiare i segni ; il che non 
avrebbe luogo se nei termini di quella sèrie ve ne 
fossero alcuni , ove la variabile x vi ascendesse a gra- 
do pari. 

Ciò posto. Essendo &enx=ax+bx?+cx*+dx 7 *]rec. t 
dovrà essere 

sen*xzza*x % +2abx I i+aacx 6 -f'2adofi+ec. 

+ffx 6 +2bcaH-ec. 

e cos^sr^aV-atffo^aac^ 
Il perchè dev'essere 

sen , ^cos a arsa a r , a^2a6r*x4+(2acr*+6V)a: 6 +ec-> 

— atxi-iaPbx*- ec. , 
~3a 3 &r 6 — ec. , 

o sia 



/ 
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asenscos* 

Ma per essere (a) seni=x — » ■ ■ ■ , V è pure 

4sen 1 ,rcos a ,r m f, sen f aj? 
seu*:wr = ^ ■ f ' - 9 e con ciò - =sen*rcos\r. 

r*sen*sx 

Dunque dev* essere — caVV^aair 1 -*!*)** 

+(aac**H?r*-4^*)« € +«c (i). 

1 titanio se nell'equazione 

senx=ax+bx?+ca?+ec. 
si ponga ix in luogo di x , si avrà • 
senixzzaax-jrSbx^'izcx^ec. , 



ed 

r*sen*2x 



sxPf*x! È +&abt*xtjr52acrfx e +ec. 

-f i66VV>+ec 



:} 



• • • 



(»>. 



Il perchè essendo uguali i primi membri delle f due 
equazioni (i) e (a) , dovranno essere benanche 
tra se uguali i secondi, e con ciò dovranno pareggiar- 
si i coefficienti ( 44- ) delle uguali potenze della 
variabile x 9 cioè dovrà essere 

aVssoV , &abr*=:2abr*-ab, 

3aacr»f i6b t /*=2acr*-4a s b+Pr t y 

ec. , 

-a* a 5 
ed«=«, *=^i, «= 3.-3,4.5,4 > ec - 



(a) Ehm. di Trig. Reti. %. 4?. 



Ma qualora Parco x ne diviene picciolissimo , es- 
so è quasi uguale al suo seno, ed ia tal caso nel se- 
condo membro di questa ultima equazione si possono 
trascurare tutt'i termini all' infuori del primo, e quin- 
di si ha senx — ax zzx y ed a-i. Dunque dev' estere 

^ ox=x 'tT?+ - " CBF - 

PROP. IX. PROBL. 

fy-j. Esibire il coseno dell'arco x per una se- 
rie d' infiniti termini , che procedendo dai primo co/2- 
tengano le potenze crescenti dello stesso arco. 

Sol. Si dinoti con r il raggio del cerchio , nel 
quale è preso V arco x , e si assuma cos.x uguale al- 
la serie 

r+ax*+bxt+cx* +ec 7 f 

di cui il primo termine h r, e gii altri contengono le 
potenze pari della x ; poiché ponendo *=o , ne divie- 
ne cos.o=r , e cangiandosi la x in — x, né risulta 

COS.— XziCOS.X. 

Ciò permesso. Essendo cos.rft=r+a«*+fi*^+^ 6 + ec - 1 
sarà, elevando a quadrato l'uno e l'altro membro di 
questa equazione -, 

cos^s^ffcon^f 2Òrxt+2crx*+ ec. 

+a , ar4+iai« 6 + ec, ) . • . (ì) 



Ma essendo ( ifi ) 

senxsa^ a "f 1 *> / r ^ " — ec. 
dev'èssere pure 



22à 



sen»*=*>— 3^ +^4374- ec 



+ a.a.3.3r4~ . ee *» 
_ «« 

> • • • ( a ) 

ac 6 

~a.a.3.3#4+ ec * 

Dunque essendo tra se uguali i primi membri del- 
le due equazioni (1) e (a) , dovranno essere tra se 
uguali benanche i secondi, e con ciò dovranno pareg- 
giarsi i coefficienti' ( 44 ) dei termini , nei quali la 
x in questi stessi secondi membri trovasi elevata ad 
uguali esponenti. Il perchè si .avrà 

aort-i, afc+afeg^ *r + ^oNg^ 'Zìi*** 



ec. ; 
-1 1 



e quindi «— , *=JX£> ^ a.3.4 5.6^ » 
Dunque dev'essere 

* =r - ^7 +aTp" 3.3.4.5.6i* + <*• C * B * F * 



cos 



PROP. X. PHOBL. 



# S* 48* Esibire la tangente delt arco x per una 
serie d 9 infiniti termini , che procedendo dal primo 
contengano le potenze crescenti dello stesso arco. 

Sol. Posto. che r ne dinoti il raggio del cerchio, 
nel quale prendesi Parco si assuma tang.* uguale 
alla serie «fa^+^+c^+ec, di cui il primo termine 
der èssere ^ e gli altri debbono contenere le potea-s 



ze dispari della s; poiché ponendo l'arco x piccio- 
li ssimo si possono trascurare tutt* i termini all' infuori 
del primo , e con ciò ne diviene tang , come dev' 
esserlo 9 e ponendo -tX in luogo di x , si ha tang,— x=s 
—tang x y e si cangiano i segni di tutt' i termini dell' 
assunta serie; il che non avverrebbe se alcuni termini 
di essa contenessero le potente pari della x. Ora es- 

- K rsenx 
sendo tang.a^+ax*^x^c* 7 f cW+ec, e tang» jU M ^^ 

come si ha dagli Elem. di Trigonometria , dev 9 essere 

rsenx _ e 

xfaa*j1>x s +cx''fdxfi+ec. 



cosx 

cioè, ponendo per seni; e cosx le due serie rapportate 
nelle due precedenti Proposizioni f 

a* x» a ? ^ 

x* ' x4 sfi afi 

T ~*r +3.3.4^*" a.3.4-5 6^ + a.3.4.5.6.7.8 r> ~ ec * 

a* x* 

« multipli cando ciascun membro per r— ^~^r ,ec » 
si avrà 

rjc ^a.3r^a.3.4.5r i- a.3.4.5.6.7/* * a.3.4.5.6.7.8 ' N 
^ec . ssrj^ar^f crx 7 f drar^fec . 

ax* Bx 1 cxP 
~* zr ^ arx ~2r m V 
x 5 , <ix 7 fa* 9 

t 3 ^tT3T^*^P' +ec * 

""3.3.4.5.6^ ~a.3.4:5:6/*~ ec * 

i 

*a.3.4w5.6.7.8W + ec ? 
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Onde dev'essere ( $. 44 ) 

or " ar + 3!34r S *'2.3.4.5.6^se'- a .3.4.5.6.^ > 
e; quindi 

Dunque dev'essere 



, x 5 aar? , i»kc' 
tang.ar^^f ^ f 3-/5^4 ec. C.B.F. 

§. 49* Con un metodo simile a quello , che quas- 
sù si è rapportato , si potranno svolgere in serie, la co* 
tangente , la segante , e la cosegaAte di un qualunque 
arco circolare. 



PJROP. JC/. PROBL. ... . 

%. 5o. Determinare un arco circolare per una 
serie , i cui termini incominciando dal primo con- 
tengano le potenze crescenti ^ della tangente dello 
stesso arco. ■ ■ i 

£0/. Sia x r arco circolare , eh? abbia la retta i 

per tangente, para tang2x=^^;. la fatti èssendo 

, rsenaar 

àsenxcosJC cos*jc— sen^r? 
e sens^rs m , co&xz: — — - , 

dev* esser pure, 



a .. .. a5 

arsenxcosx * n^senxcosx 

^W^ofxsen'x ' 0VVCr0 ^^sWsetf* * 

• * 

e dividendo tanto il numeratore , che il denominatore 
del secondo membro di , quest' ultima Equazione per 
cos*# , si avrà 

co$x •' ai^tang.a? <■* 
taD 8- ^en^ V-taiig.»*' 

cos'or 

e ponendo Zia luogo di tang.x,si avrà ten&*x?£^* 

Ciò premesso. Si assuma V arco x uguale alla se* 
rie t+af+bt^fcf^ec. / di cui il primo termina e *, o 
gli altri contengono le potenze dispari della t 
Dovrà assumersi benanche F arco a or uguale aliacene 

cbe si ottiene ponendo nella prima -pepili luogo di ti 
Ma quest'ultima serie è identica (a) alla seguente 

ed è poi (6) ■ . ' ' 4 



ai 3 ai 5 ^ ai» 

t "74 f Tè" +-^"f ec, 



(a) /wfii. di Alg. %. St. 

(b) Instit. di Alg. y 'o6. 



V I-ioCi*)- 6 ^)»- ec. 

|fi5(i*rW-ec.) 

* * * • 

„ . .. i6obP 48oòfi , 

ia8cr , <<7(i*- <, )" 7 =* aS ^< 7 t(i*)- 7 -7('*)"*(- ,t, )t ec -] 
r=t38c? 7 -f f ec. 



Dunque dev* essera 

4 

Il perchè essendo benanche 
dovrà essere 

,-prf8a3aa, -jj-f -jjrf 3a5 sa5 , 
a , 48a , i6o5 
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e quindi 0=5^, fcg^, «=-p»«=jyi»» ec « 

Dunque de/ essere ^«^+^r < ^et ec '9 ? F *. 

§. 5i. Cor. Sia U raggio del cerchio uguale ad i, 

sen3o° 1 i 1 
e Parco * dì 3o .Saràtang.3ó°a^-=j:^V3a-^ w * 

Onde se nelr* equazione finale del pree. Probi. » pong» 
l'arco di 3o° in luogo di * , l'unità il luogo di lyed -jg 

in vece di t , si avrà l' arco di 3<f° nella circonferen- 
xa del cerchio del raggio i uguale alla serie 

per mezzo della quale Lagny deteiimnfc la circonfe* 
renza di tal cerchio coli* approssimatone fino alla 127* 
cifra decimale. 

PROF. Kit PROBL. 

%. ^.Determinare la serie, in che si spotgè il 
Logaritmo di i«f*. ■■• 

Sol. La serie , in che si svolgo il logaritmo di 
i+x non può contenere alcun termino sgombro della 
quantità variabile x * poiché sq suppongasi essere , 

Ì*o$(i^)=a+k*+l&f ce. 

ponendo *=o, si otterrebbe Lóg.i=a : il che ripiH 
gna ( $. 4i» ). Sia dunque 

Sarà chiaro*» che ponendo sì nel primo, che ne] 
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secondo membro di questa equaiione ax+x* ia luogo 
di x debba risultarne 

L(iÌ2X^)=2txìlx?féihP+lxif ce* * 1 

fi6/i*4+ec. i 

Ma P è poi Z^i+a^4<r^=J!i(i+*)^=2L(i-^) , ied è 

1 aZ(if ^sraix+a/^siiw^+an^+^^ec.. • • (a) 

Dupque essendo uguali i pripji membri delle due 
equazioni (i) e (a), dovranno essere anche tra so 
uguali i sfecondi > e con ciò dovranno pareggiarsi i 
coeffigienti dei tenrini } nei quali la x in essi .secondi 
membri trovasi elerata ad uguali esponenti ;< cioè de v* 
essere 

a£=aft, 4'"t8/n=«3i» i /+iani+x6/isa/i,ec.; 

e quindi 

. ti t 

h=k m= 3"» «=— ec. 

Dunque sostituendo i valori di 1 9 m , n , ec. nel* 
assunta serie , si avrà 1' equazione 

«" a 8 

vove «t resta indeterminata per esprimere gl'infiniti si 
stemi logaritmici ( §. 36. C. B. F„ 
%. 53. Cor. Se nell' equazione 

jb" xP as* x 
Z{i+*>*(*-— +-5+^+5-- ce. 

si ponga — x in luogo di x , si dovranno cangiare i se- 
dili a tott'i termini , nei quali la « trovasi elevata a 
potenze disparì. Onde si avrà 
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che tolta dalla precedente ne darà 

L(i-Yx)-L(i-x) , o su ( 4 2 - ) 
x+x x a x s x 7 

I 

PROF. XUL PROBL. 

§. 54 Determinare la serie , 10 che, si. svolge 
la grandezza esponenziale c* . 

So/. L' addimandata serie deve avere per primo 
termine l'unità, e gli altri termini debbono contenere 
le potenze crescenti della variabile x ; cioè raddiman- 
data serie dev'essere della forma 

i+A*+B^+Cx 3 4.D^+E* 5 fec. ; 

poiché posto ar=o , ne diviene c*=i , e la serie si ri- 
duce al sólo primo termine 1. Ora essendo 

f c* ^i+A^+B^fCar^D^+Ex^ec. . . . (1) 

sarà chiaro , che se pongasi 2x in luogo di x in cia- 
scun membro di questa equazione , debba risultarne . 

c^^si+aA^B^+SC^+iCDxHSa^+ec. . . . (2) 

Ma c** è il quadrato di e*. Dunque elevando • qua- 
drato T uno e l'altro membro deir equazione (1), si 
ha pure 

c a *=ri+2AajfaB^+2C^ 3 +j9D*<faEx 5 +ec. 
+A Vf a AB**f zACx* 4 2 A D* 5 -J ec. 

fB a ^ + 3BCa? 5 +ec 

-fec. 

Il perchè dovendo essere tra se uguali i secondi mem- 
bri dell'equazioni (2) e (3), sarà 44* ) 

3A=2À , 4B=aRf À a , 8C=aCf aAB, 1 GD-aD-f-aACf B 1 , 

32E=2E+2AD-[-2BG , ec. ; cioè 




1 



3 ° A* A* A* „ A 5 
A=A, B=- % C^ y D=^, E= 2 -3^5 , «• 

«Onde se nell'equazione (i) si sostituiscano i valori di 
B , C , D , E , ec. , si otterrà l'altra 

- AV AV A»** A 5 ** 

e prendendo i logaritmi di ambi i membri si avrà 

'A*** # , 

*L.c==L.(ifA*+— - f ec. ) = 



, AV 




T 


-J- ec. 


AV 






a 






ec. 




L.c 



è con ciò ( 44- ) M=sL.c , ed A=— • • 

dev'essere . 

s .-3 .—4 



Dunqué 



L.c L.c L.c - t É.c 1 , t _ 
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GAP. IV. 

DEI RAWORIi 9 CHB TttA SE SERBANO I LOGARITMI Dfet 
NUMERI NEI DIVERSI SISTEMI , B PEL MODO DI 
DETERMINARE I LOGARITMI DEI NUMERI 101 
DN QUALUNQUE SISTEMA. 

55. £><?/ì XIK Un sistema logaritmico dicesi 
Neperiano , naturale , o iperbolico , se in esso il lt> 7 
garitnio di un numero , che ne sia generalmente dino- 

a* afi o4 

lato da i+x pareggi la serie infinita ar— — -j- ^" — ^" "H c * 

cioè se in esso sistema sia ft=r( §. 5* ). 

56. JD^ JLF. Un sistema logaritmico dicesi 
Briggiano , volgare , o tabulare , se la base a di es- 
so sistema sia uguale a io» 

%. 67. Cor. E poiché nel sistema Briggiano a 1 è 
uguale a 10 , dev'essere nello stesso sistema a*=ioo 9 
« 3 =iooo , a4=ioooo , ec. f e con ciò ' i2=Log.io ? 
2=Log.joo, 3=Log.iooo, 4 = kog.ioooó,ec. Ma i*è poi 
zero il logaritmo di 1. Dunque nel sistema Briggiano 
la parte intiera del logaritmo di un numero , che tra- 
vasi tra 1 inclusivamente e io esclusivamente, è uguale 
a zero ; la parte intiera del logaritmo di un numero , 
che trovasi tra 10 inclusivamente e 100 esclusivamente % 
pareggia V unità ; la parte intiera del logaritmo eli un 
numero , che trovasi tra ivo inclusivamente e 1000 
esclusivamente 9 è uguale a a : ec. Vale a dire , che nel 
* sistema Briggiano la parte intiera del logaritmo di 
un numero contiene tante unità per quante sono le 
cifre intiere di esso diminuite di una. 

§. 58. Def. XFI. Il numero intiero , che trovasi 
nel logaritmo di qualunquejnumero , chiamasi caratte- 
ristica di quel logaritmo , e'I numeratore del fratto 
decimale , cui riducesi il fratto semplice adjacente alla 
caratteristica del logaritmo di un qualunque numero > 
chiamasi mantissa di esso logaritmo . 

§. 59. Def.XVll. H canone logaritmico h una la* 



▼ola , ove di rincontro ai numeri intieri , che proce- 
dendo dall' unità fino ad un numero comunque grande, 
vi sono rapportatati i logaritmi di essi^per^ m certo 
sistema* 

PROP. X1F. TEOJt. 

60. / logaritmi di un medesimo numero in due 
'diversi sistèmi sono tra se in una ragione costante- 

Sol. Suppongasi , che nel sistema della base a sia 
il logaritmo del numero n uguale a p\ e nel sistema 
della base b il logaritmo dello stesso numero' n si u- 
guale a q. Sarà n=a p 9 ed n=fa (§. 35.); e quindi a?=:b1+ 
ed estraendo la radice q dall' uno e dell' altro membro 

di questi ultima equazione , si ottiene 4 9 :=£. Onde de- 
v' essere £* uguale al logaritmo di b nel sistema della 

"V 

base a. li perchè dee stare p:q:iLog.b : x ; cioè p: q in 
•una costante ragione* C. B. D. 

§. 61. Cor. Sia r il logaritmo del numero 771 nel si- 
stema della base a , ed s il logaritmo dello stesso numero 
nel sistema della base b. Sarà msa r , ed m=b*. t Dunque 

-dev'essere cf^b 9 ^ e con ciò a? =£>. Il perchè essendosi 

dimostrato esserne a? =5' , sarà £ure'tì4=:a* , e quin* 
p r 

di~=*- f e piri iqxe. Dunque i logaritmi di un nu* 

mèro presi in due diversi sistemi sono" tra se come 
i logaritmi di un altro numero presi nei^ medesimi 
sistemi. 

PBOP. Xr. PBOBL. 

J. 62. Determinare la base de 9 logaritmi iperbo- 
lici , che in appresso ne sarà sempre dinotata della 
Jpftpra e. 



Sol. Essendo ( $. 54 ) 

V h chiaro , che se in luogo di c si ponga e , e si 
faccia x-i ì debba porsi benanche x per Log.c % o per 
Log.* t ed i per t. Onde dovrà risultarne 



»c. ^ 



cioè e=a,7 1828182845904523536. C.B.F. 

63. Cor. Se t non potesse pareggiare 1' unità, 
non potrebbe risultare la e uguale ad un numero rea- 
le , positivo , e maggiore* di i . Dunque dal prec. Prò- 
blema rilevasi la possibilità di ciò che si è definito , 
nel $• 55. 

§. 64* Scoi. In appresso il logaritmo iperbolico 
di un qualunque numero verrà dinotato colla lettera 
li posta avanti ad esso numero. 

PROF. XVL PROBU 

65. Determinare il numero k nel sistema 
Briggiano. 

Sol. Essendo il numero 10 la base del sistema 
Briggiano , potrà porsi un tal immero uguale ad — 
Onde $i avrà zo-io*:?i+*, e cdo ciò n*=9> ed 

Q 

xsz Il perchè se nell? ultima equazione del $».55 
si ponga Log. 10 % o sia x jn luogo di Log. (~~^ * 
e ~ in luogo di * , ne dovrà risultare 

\n 3.ii 5X 5.ii 5| 7.ii 7 / 

• 2=o , 4^39443i9o325f% 7 65. C. B, F. 
3 
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PROF. XriL TBOR. 

G6. Se perni- 1 si dinoti un qualsivoglia nu- 
mero intiero , il logaritmo iperbolico di èsso sarà lin- 
guale alla seguente serie , eh è assai converge n te t 

Dinu Poiché ii numero w+l h identico all'altro 

» • 

w T , !lhlj dovrà essere 
x n . 1 

L.(« +I ) = L. ft (ltl) = L.„ + L(il!)- 

Ma ponendo- — ±- — * ne multa x== «t-. Dunque 
r i— x n a/j+t ^ , 

sostituendo neirnUiuureqaaxione del $.53 il fratto . .. 

n 

in luogo di-- — -, ed Qn ^ * per x f ne dovrà emergere 

e quindi 
C. B. D. 

V 67* Cor. I. Adunque volendo costruire le ta- 
vole da' logaritmi iperbolici , dovrà primieramente de- 
tmnìuarài il logaritmo di a, e con ciò dovrà suppor- 

si n-f i=2» ; e quindi si avrà n=;i , ed — =s-y-. 

Onde , essendo L.nrrL. i<so , si avtà * * 

L - 2=3 [7 + -3(l)+Kf)+ €c ] 
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Dipoi si dorrà determinare il logaritmo di 3. Ma sup- 
ponendo »f J= 3 , si. ha «sa, ed -^r~=~. Dunque 

Ora il doppio del logaritmo di a ne dà quello di A. 
Onde essendosi determinato il logaritmo di 4, si avrà 
facilmente quello di 5. Ed il logaritmo di 6 si avrà 
wmmando i logaritmi di a e di 3 , che sono i fattori 
aei o. «elio stesso modo si potranno determinare i 
logaritmi iperbolici degli altri numeri. 

68. Cor. II. IJ perchè se i logaritmi iperboli- 
ci dei numeri si moltiplichino pel numero *\iel si- 
stema Briggiano , i prodotti dovranno dinotare i lo- 
garitmi degli stessi numeri in questo secondo sistema. 

CAP. V. 

•lAfcCOm TRASFORMAZIONI Di CERTE FORMOLB TRASCENDENTI, 
CHE CONTENGONO QUANTITÀ* IMMA OINARIB . . 

. 1 

PROP. XFIII. TEOR. 

V n logaritmo iperbolico del binomio 
•tv* è J?'}ÌÌ no >*i°.à*U<> forma A+B^-r. 

Dan. Poiché il binomio a-f-A^-i è U prodot- 
to di a per , dev'essere ( §. 43, .). 

I.(a+V-i)=L.a+L(i+*v/-i) 



a 

b 



Ma il logaritmo iperbolico di j+A'-i pareggia^, 
55. ) la sene * 



« - T aa» 3a» "l^T+l^rT-^ 



>—ec*, 
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ài cui i termini pasti in luogo dispari adeguano il 
prodotto di per la serie 

b b 5 ; fi 5 * 7 _ 

« quelli posti in luogo pari pareggiano il prodotto 
dì | per- la serie 

Dunque dev* essere 

/6 b^ tfi \ 



t /6» Ai A 



Onde essendo la serie — + ~ 5 — ee. uguale al- 

P arco , che nel cerchio del raggio i ha per tangente 

k „ „ . & t . 

, e 1 altra seri* — - — - + « c - «piale a 

A* 

L.(i+-^); sarà L.(a+6v'-i)» » 

h i b* 

L.fl-|V-i.Arc.tang.— * + ~L.(i+— ). 
o , per esserne 

~L.(i+ b ^L V(°*t~)=L V(«'4*7 r L.« , 

L (a+* v / -i)=LV(d*+6 , >fs/-i.Arc.tang.-. 

a 

11 perchè se pongasi AcLV^+i 1 ) , e B=Arc.Ung— , 

• ^s 

.si atri 

L:(«fà/-i)FA+Bv<ri . . . . C. B. D. 



..... « 



i. ^o. Coi. Variane se l'espressione A-fB^— i 
vogliasi convertire nel! altra della forma L.(a^ùs/-%) 9 
co tu? erra supporre • 

L.x/CaHi^A , éd Àre^ang— -B. 
Il perchè dovrà essere 

. . « .vìa 

cioè «P+*^s«^, e -i= tang.'B. 
Ma dalla prima di queste due ultime etpuiiom si 
ottiene «» = « ,À - ó\ e della seconda li be «'«j^rij^- 
Dunque dev' essere . 

tang'B 

o sia WsV* tang*B-5«tang»B , 

e quindi ò*(i+ ta «S" B )=* ,A lan £ B » 

tang'B 

I+taDg*B 

e moltiplicando per *os*B il numeratore c 'I denom^ ; 
Datore del fratto , ch'è nel secondo membro di quesi 
ultima equazione , sì ottiene 

fef* sen'B , e b=e* sen B. 
Ond' essendo cfr=» tk -b* , sarà pure 

o*=e* A -e* A sen > B=;e* A cos*B r ed as« cosB. 
Il perchè dev'essere 

L.(a+V-i)> cioè À+Bs/-i=L(« AcosB + ,4 se«Bv / '- i )- 
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PROF. XIX, TEOR. 

§. 71, Posto che e ne dinoti la base del siate- 
mi* de logaritmi iperbolici , e y un qualsivoglia ar- 
co del cerchio , che tien per raggio P unità , dovrà 
essere 



e - t e 

cos,(p=- ; — ^ > • senf g> » ■ » 

Uim. Essendo ( 70. .) 
AfIk/~i=JU(* A cosBf« A s^enB V-i) , 

• * » • ■ 

se pongasi À=o in questa equazione , ne dovrà risul- 
tare • • 

Bv/-i=L(cosB+senBV-i) • • CO » 

e passando dai logaritmi ai numeri ( 37. ), si a vii 

^^""^cosB+senB.v/— 1 . . • (2). 
Ma ponendo -B in luogo di B nell' equazione (1) , 

si ha 

-Bv/-i=L(cosB-*en BV-i) ♦ 

e quindi e~ B/ ^"" , =cos.B-seqB*/~r . . - (3). 

Dunque dev'essere la somma de' primi membri dell' 
equazioni* (3} e (3) uguale a quella de' secondi , e la 
differenza di quelli uguale alla differenza di questi ; 
cioè 

, B '-' + «-B>'-i fa *co 8 B, ed f'^^-* r ^ s m&/-9. 

Onde dividendo per 2 la prima di queste due ùlti- 
me equazioni » e per a>/-i la seconda > e poheudo 
in luogo dì B, si av.rà 



cosasi • » * . ■ , e seno=: 

C, B. D. 



CAP. VI. 

DEL EiSOlVIMRHTO P*LLB PUNZIOftl frlUTtfa BTfiLLB 

, hOKO FAMULI (a). 

73» Def. XVIII. Un fratto , di cui tanto il nu- 
meratore, che il denominatore sia una fumione razio- 
nale di una variabile , »i dice essere genuino y se tal 
variabile ascenda ad una maggior potenza nel denomiv 
natore , che nel numeratore! t se ciò non si avveri, 
esso, si dirà spurio. 

%4 73. Def XIX. Due funxioni di una variabile 
diconsi essere tra se prime > quando esse non abbiano 
per comune misura, che la sola unità , o qualcbe al- 
tra quantità costante. 

PROP. XX. TEOR. 
M 

§. 74* Se ^ dinoti una qualunque frazione ge- 
nuina y ed X, e ir ne Steno i fattori del' denomina- 
tore , eàe però suppongansi essere tra s$ primi ; fesa 
potrà scomporsi in due fratti benanche genuini , ch$ 
abbiano per loro denominatori le grandezze X e *i- 
rispettivamente. 

* Dim. Suppongasi la proposta frazione ^ T essere u- 

V * 

guale a queste due altre ^? e ^ , i cui numeratori V 

e $ vi si, deggiono determinare, £ sia n l'indice della 
massima potenza della variabile x nella funziotte X ? 
ed r il piassimo esponente della medesima x nell'al- 
tra funzione SK Sarà n+r il più grande esponente deU 

■ ■ ■ . 1 1 i ■ ■ ■ ' ' ' 111 

(a) Questo argomento l'abbiamo esposto siccome 
fu rapportata dal- signor Nicolò Pergola negli Opu- 
scoli Matematici di sua Scuola pubblicati in Napoli 
neir anno 181 u 



l'anzidetta x nel denominatore della proposta frazione , 
cioè nella N , o nella sua uguale X+. E quindi il po- 
linomio A+Baf+C* 1 . .+Q« n "" 1 potrà generalmente di- 
segnare la V ( $.73. ), l'altro A'+B'*+tf**. ..+Q'* r — f 
ne potrà esprìmere la 4 , e '1 numeratore M della pro- 
posta frazione dovrà avere la seguente forma generale 
a+bx+cx*+ . . . +qx n Y~~ 1 * Ove vuoisi avvertire, che 
le a^jCj.eCjAjBjCjeCjA'B'^C, ec. ne dinotano quantità 
rpstanti , con tal divario che le soie a,6,<? 9 ec, q sono- 
grandezze note , e di queste alcune possono essere an- 
che zero, e le altre poi ne sono ignote da doversi da 
quelle rilevare. 

Ciò posto- Si multiplichi per X+ l'assunta equa- 
zione 

M V * 
N ~X + + : 

avrassi M=V+4.*X. 

E ponendo in questa seconda equazione i valori delle 
grandezze M, V , e ♦ quassù indicati sarà 

a+bx+cx*+. . +qx n -K- T =*( À+Brf+C^-f . 

+X(A f tB^tC'*+....+QV"^ , ). 

Ma la variabile x ascende alla potenza r nella fun- 
zione $. Dunque élla dovrà montarne alla potenza o-f-r— 1 
nel primo di que 1 due polmonari , che osservarci nel sé* 
condo membro di quest'ultima equazione. Con simil 
ragtonamento si concluderà esserne fi-f-r— 1 l'indice delia 
più alta potenza della x nel secondo dei' detti polino- 
mii. 11 perchè essendo /i+r— 1 il màssimo esponente 
della -x nell'uno e nell'altro membro dell'esibita equa- 
zione , ne sarà «+r il numero dèlie classi dei termini 
analoghi , che vi si conterranno : cioè di quei termini , 
ove la x in ambe le di lei parti ritrovasi elevata alle 
potenze 0,1,3,3, • . . u-fr— 1, Quindi è che facendosi 
altrettante equazioni dei coefficienti dei detti termini , 
potranno determinarsi dalle, date a,b,c, . . .q , le as- 
sunte A,B,C ? ec. , A^B', C, ec; e la proposta fra* 
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AC- 

zione ~ potrà risolversi nei due fratti genuini quassù . 

indicati. Intanto se le grandezze Xe* non siano due 
fattori della N tra se primi , esse dovranno avere una 
qualche comune misura , che almeno dev'essere della 
forma lineare *+&r. Or supponendo uguale à zero co- 
testo binomio , lo che può tarsi , anche diverrà zero 
il secondo membro dell'equazione M=V+-f *X , di cui 
tal binomio n'è un fattore. £ quindi dovrà restarne 
Mi=o. Il perchè dev'essere fattore della M. Il 

che ripugna. Dunque X e 4* debbono essere fattori 
della rf tra se primi. G.B.D. 

PROP. XXI. TEOR. 

» 

%. 75. Steno (x— a)* ed X fattori tra se primi del 

AI 

denominatore delia frazione genuina ^. ; dico 

potersi questa risolvere nelle frazioni benanche ge- 
nuine , e delle seguenti forme 

A A' A" V 

(x-a)* (x-a)*-i* (x^a)n-a • CC ' ' • 4 X' 

ove i numeratori A, A', A", ec. sono grandezze co- 
stanti da determinarsi. 

JDim. In virtù del precedente Teorema il propo- 
sto fratto può scomporsi in due altri , Puno che ab* 
bia X per denominatore, e per numeratore la V, ch'è 
un conveniente polinomio ($-74)>° l'altre che debba 
avervi a) n per denominatore , e per numeratore 
un polinomio della seguente forma cc-|-^r^- / * , +..-{-^«^" f 
Dunque * per poter reggere la proposta risoluzione dei- 
fratta dovrebbe essere 

A y A' . A" . ? 

(*-a)« + {x-a)*~ l+ (x~a)*~* + ' ' ' ' + *-a ^ 
(Sia) 5 ' 



o , che toma lo stesso , le assunte A,A ,A", . . .P do- 
vrebbero essere determinabili dalle grandezze^* * ec. 
Ma moltiplicando cotesta equazione per (»-<*)* ,• otticnsi 

ed il vrimo membro di quest'ultima equazione n'è sim- 
metrico al secondo. Dunque il pareggiamento dei ter- 
mini analoghi di essa sarà sufficiente a determinarvi le 
assunte A,A\ A", . ♦ . P dalle altre «, «, 7, ec, 9 : * quindi 
potrà esserne 

M A . _J!_._Jl— + 

XpSiF- "H^ (5=5)^ + («r* - ' ' 

C. B. D. 

PRÓP. XX//. 2!E0jR. 

$. 76. S/sjio (x^-sax-tc*)» ed X i /attori tra se 
primi del denominatore della frazione genuina della 

M 

forma ^r-— rrr > * co pof*wi $ii**<a rnoW 

■ * 

r# »#i seguenti fratti anche genuini 

A+Bi A'fB'x A"+B"x V 

(x*-aax+c , )« + (x*-2axtc»)»- « + (x*-2ax+c a )»- » " X 

* » 

ève le A > B, A # , B', *e. li* denotano altrettante 
quantità costanti da doperei determinare. 

Dim. Questa verità si dimostra come quella del 
Teorema precedente , sebbene l'equazione identica 9 
che ne determina le quantità assuntile A,B,A ,B., ec. 
qui ne monti al grado a/i-i > e non già al grado 
come nel precedente. 

«77, Scoi. Il denominatore di un fratto genuino 

Sotendo avete fattori di diverse dimensioni , a quali 
i essi dovrem nostre ricerche limitare? A soli fattori 



I 



\ 
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settpliei o linearli se pure il sièno reali. £ se tra 
elli v$ ne ha degl'itnmaginani , questi Saran sempre 
i mimerò pari, e multiplicati a due a due ne daranno 
prodotti dteila forma trinomiale sf^-ictoe^ , ove sia 
la c maggióre della a. Onde a questi tàlleri , ed a 9 sem- 
plici reali dovrero limitare le nostre indagini. 



PROP.XXÌII. TÉOR. 

\ . . • • * • • • 

. 78. lì polinomio A-f Bx+Cx*-f Dx 3 + ec. acqui? 
sta la forma lineare «rtóv qualora si ponga uguale 
a z$ro il trinomio x*—2ax-\-c % , che non, sia fattore di 
detto polinomio , o , cKè lo s testo > se nei suoi ter- 
mini pongasi 2ax—c? per x\ 

Dim. Supponendo il trinomio aoa>f c*=:o , sarà 
#*=:aaa:— c* , e quindi x 9 sz2ax*—c*x. Onde ponendo nel 
secondo membro di quest'ultima equazione zax—c* in 
luogo di x* , ne dovrà risultare x z zz/\a*x—*q€?~o % x* Dixft- 
que il quatrinomio À+B#f-C# a +Dar diverrà . 

A+Bxf aaCx~Cc?i'batD*r-*ac*D->'C*Dx. 

11 perchè ponendo uguale ad « tutt'i termini costanti 
di questa espressione, ed uguale a fi la somma de'éoef- 
ficiehti della x • èssa ridurrassi al binomio lineare Vb&i, 
Lo stesso ragionamento converrà continuare , se m quei 
polimonio vi sieno altri termini , ove la x ne monti 
ad una potenza superiore alla terza. C.B.D. 

§ 79. Def. XX. Le frazioni parziali di uri ftatlo 
genuino si dicono quelle , che prese insieme il pareg- 
giano , ed i cui denominatori sono fattori del denomi- 
natore di quel fratto. ~ 

Così i fattori semplici del binomio 

denominatore del fratto genuina r—gì — ^ son le gran- 
dezze x 9 x—i % ed «fi. Dunque le tre frazioni — -* 

> e > che hanno per denominatori i detti 

*— I xyt * 
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fattori , e che sommate uguagliano quel fratto , sa- 
ranno le sue pal liali , e le più semplici y che ess» 
puÌMvere, ^ • 

: 8o. 4 Scoi. Le operazioni % cljie si debbono isti-» 
tuire su di un fratto genuino per poterlo nelle sue par- 
ziali disgregare, a due principalmente si riducono : cioè 
alla ricerca dei fattori del denominatore di tal fratto, 
ed alla determinazione dei numeratori di essi. La prima 
di queste indagini eséguesi agevolmente, concessa la 
risoluzione folle algebriche equazioni , e Paltra si ef- 
fettuisce col* maneggio delle equazioni identiche* In* 
tanto il denominatore di una frazione parziale convien 
che sia sèmpre reale ; ond'esso dovrà essere lineare 
della forma x-a , o pure il prodotto di due fattori 
immaginari] della forma »— o— 0/-1 ,.ed x-^-f-cs/— 1 9 
eh 'è sempre reale, e della forma aP-apx+q*, ove q 
l'è maggiore di p. E sì l'uno , che l'altro di tali de- 
nominatori può esserne a qualunque potenza elevato. 
Dunque il Problema della risoluzione di un fratto nelle 
sue parziali può avere quattro cast , o in quattro Pro- 
blemi subalterni esso può distinguersi , i soggetti de* 
quali sono dalle sottoposte frazioni esibiti; cioè dalle 

M M M • M 

Or ciascuno di questi fratti dev'essere genuino : la M 
ne disegna generalmente il convenevole numeratore; 
la X n'è il fattore socio di quell'altro del denomina- 
tore , che supponesi dato. Questi due fettori deggiono 
èssere tra se primi. E quella frazionò , che tiene la. X 
per denominatore , si dirà complemento delle par- 
tigli >o fratto del complemento. Le quali cose do- 
veansi qui marcare per non istarne a ripeterle assai 
volte. Intanto affinchè sieno ritenibili le operazioni, 
che conviene effettuire per determinare i numeratori 
delle frazioni parziali , in che risolvesi un fratto ge- 
nuino , gli anzidetti Problemi vengono quaggiù espo- 
sti in forma di Teoremi. 
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PROF. XXIF. TEOR. 

M 

Si. Supposto che il fratto genuino — — 

A V • 
ne pareggi le seguenti parziali — - e ==- j rfi<w , c«* 

il numeratore A della prima di queste parziali eia' 

uguale a ciò che ne dipiene il fratto ^ al pormi 

a per x. B chiamando « cotesto valore determinato 
dell 9 assunta A, t espressione M— *X divisa per Val- 
ira x—a darà sempre per quoziente una funtione 
intiera della x , // 91*0/* «arci // valore della V mi- 
meratore della frazione del complemento. 

Dim. Pari.1. L'equazione quassù proposta tra la 
frazione data , e le di lei parziali , si multi plichi per 
TL(x-a) , e poi il primo termine del secondo membro 
si trasporti nel. primo membro. Si avrà 

M-ÀX=V(*-<i) .... (i). 

E poiché questa equazione identica dee reggere per 
qualunque valore della variabile x ( 44 ) * po- 
trà su p por si esserne x=a , o sia il binomio x—azzQ. 
Onde in tal supposizione divenendo zero il secondo 
membro dell'equazione (1) , dovrà farsi uguale a zero 
benanche il primo; cioè dev'essere M-AX=o , e quin- 

di A=^ . Ma la medesima supposizione di x—àso ne 

induce a porre a per x nelle due M ed X. Dunque 
il numeratore À della 'prima delle due proposte par- 
si 

ziali sarà uguale a ciò che ne diviene il fratto^- qualora 

vi si ponga a per x. 

Par. IL intanto nell'equazione (1) si ponga in 
luoeo di A il suo valóre poc'anzi determinato , e che 
si dinoti per *, e poi si dividano ambedue i membri 
dell'equazione, che ne risulta, |>er x-a. Onde si 
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M-*X 1 

avrà — s V. Ma il secondo membro di questa equa- 



pcr- 



tione è una funzione intiera della Variabile x ( n^. ) 
Dunque tale ne dovrà essere anche il primo. Il { 
chè dividendo l'espressione M— *X per 1 altra x— a , un 
tal quoto y che *i è detto dover essere una funzione 
intera della x f ne dinoterà la V assunto numeratore 
della frazione del complemento. C.B.D. 

.8*. Cor. Se la X abbia fattori reali lineari delia 
forma x—a'* *— a", a', ec. disuguali tra loro, e 
dai primo *— a ; sarà chiaro , chè dinotando eoa X? 

V 

11 quoto di X per x-a? , la frazione ^ si possa rfeal- 

A' V' 

vere nelle due parziali della forma - — * e . Nello 

V 

stesso modo, si potrà risolvere la frazione in due 

parziali della medesima (forma , ec. E ciò intendasi 
benanche per le altre risoluzioni di cotesti fratti, che 
in questo Capo saranno eseguite- 

Esempio. Diasi la frazione , . t ~ — : > rinve- 
r . <* (i+x a )(x-i) 

A V 

Paragonando questa data frazióne all' altra j^^y 

che quassù generalmente si è* proposta , si vedrà im- 
mantinente dover essere Msc , Xssi-f^c* ^ ed a= i. 
Dunque in virtù del precedente Teorema dovrà essere 

A=— — , ponendovi E'l numeratore V 

della frazione del complemento f eh' h quanto 



nirne i numeratori delle sue parziali jt ,i-*' 
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Vale a dire dev'essere Va*(*4-i). Onde sarà la data 
frazione 

(i4/)(w)"iM*ia(i-W 
PROF. XXr. TBOR. 

if 

5* 83* , Supposto, che il t franto genuino ^ x j a yh 
pareggi le seguenti parziali 

A , A' A» .V 

il numeratore A <fe//a prima di coteste parziali earà 

M 

uguale a ciò che ne dipiene il /ratto ^ al porpisi 

a />*r x. Ed indicando per * un tal valore di A , # 
per ÌA f t esatto quoto di M-«X /?*r x-a, ii nume- 
ratore A' detta seconda parziale sarà, uguale a ciò 

cA* Htf dipiene il fratto ==- a/ porpisi a jwr x. JBP ci^ 

cfa**i continuare netto stesso modo per gli altri nu- 
meratori. Onde t ultimo dei divisati quozienti ? cio.ì 
quello , che si prenda la n**»* polla > sarà il nu- 
meratore V della frazione del complemento. 

Dim. Par. 7. L'assunta equazione si multiplichi 
per X(x-a)* denominatore del proposto fratto, c i pri- 
mo termine del secondo membro di essa si traspòrti 
nel primo membro. Onde si ayrà 

M-AX=^X(a:^i)+A w X(*-.a)»+. ; . .4 V(*~a) n ....(l> 

Ciò posto. Poiché questa equazione dee reggere per 
qualunque valore si dia alla variabile x ; potrà snp- 
porsi esserne x—azzo , e con ciò x=a. Ma in tal sup- 
posizione diviene zero il secondo membro della me- 
desima equazione. Dunque dovrà risultare* uguale a 
zero benanche il primo, cioè dey* essére M-AXsO ; 
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M " ♦ « 

t quindi À = ^ , ponendo a per oc. Si dinoti con « 

il determinato valore di A, e l'equazione (i)lsi di* 
rida per x-a. Dovrà emergerne 



-=A'X+A"X(jc-a) + . . . + V(s-a)«- 1 . • . (a) , 

di cut il secopdo membro è una funaio ne intiera della 
variabile x. Dunque dev'essere benanche una quantità 

intiera l'espressione ~* a > c *°k dev'essere M— *X.e- 

fattamente divisibile per x—a. Si dinoti con M' un tal 

Suoziente , il quale si sostituisca nelP equazione (a), 
ade trasportando nel primo membro il primp termine 
del secondo membro , dovrà emergerne l' equazione 

W-tiX=&!'(x-a)+ . • . +V(x-a)*- 1 ; 

■ 

la quale è i denti forme all'altra (i) ,.e perciò colto stes- 
so ragionamento fatto poc' anzi potrà concludersi dover 

M* 

essere A' uguale a ciò che ne diventa, il fratto =p 

al porvisi a per*. £ Io stesso convenevolmente si dica 
per gli altri numeratori A",À'", ec. delle proposte par- 
li ali. E si vedrà poi col ragionamento 'della Par. II 
del Teorema precedente dover essere 1' ultimo dei quo- 
zienti quassù proposti , cioè quello + che siasi preso 
dopo il numero n di volte , uguale a V numeratore della 

(razione del complemento ^-.C.B.D. 

' & 

Essmpio. Diasi la frazioni . « w x « f ritr* 

(:+**)( t-ar) 3 ' 

pare i numeratori delle $ue parziali 

A Al A" _V 

Paragonando la data frazione collaj proposte general- 



M * 



mente .==- - ,si vedrà dover essere M=\r* 

Xrri+.r*, a=i , ed n=3. Onde dovrà essere A= 



x 



ponendo nel secondo membro i per .r,cÌoèA= —a*. 

« . , M-*X x*<-l(i+x*) w . , * 

quindi sarà - . . - = -=M' , cioè 

x-a i-x 

M' x+t 

M'=— Ux+i). Il perchè dovrà essere — , e 

ponendo i per a: nel secondo membro di quest* ultima 
equazione , si avrà A'=— 5=*'. Dunque dev' essere 

M'-« X=-i(o:4-i)+5(ar 8 +T)=la:M^ > ^z£^J^^ x 

x-a 2(1-*)* 

M" -a? 

cioè M"=- |x,ed— n — -r— > e con ciò A" = - i = . 

A 2(X*+l) 4 

In oltre essendo 

M rr-ftfjsarà- =■ - X 4 4 -a~I*+£; 

e quindi dev* essere 
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PROP. XXPI. TEOR, 

84. Supposto che sia 

M A+Bx V 

p«r determinare le quantità A é B *arà mestieri ti* 
durre in forma lineare V equazione M-AX-BXxso* 
xson porvi mai sempre aax-c* per x a , cioè x*-2ax+c*=o, 
e poi pareggiare a zero ( coefficienti dei termini ana+ 
loghi di detta equazione. M dinotando con * e /i i 
polari di A> e B rispettivamente , 1/ numeratore^ del- 
4 



1 
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5e 

la frazione del complemento sarà quanto t espres- 
sone M-«X-£Xx (Luisa per l' altra x*-aax+c* , di 
cui il quoto dtv' essere sempre una funzione intiera 
dello variabile x. 

Dim. Par. I. U equazione quassù proposta tra la 
frazione data e le sue parziali , si multiplichi per 
X(x*— aa:r+c a ) , e poi si trasportino nel primo mem- 
bro di essa i due primi termini , che veggonsi nel se- 
condo. Si avrà in tal moda 

M-.AX-BXx=V(a?*-3flx+c , ) f . . . (1). 

In oltre si supponga uguale a iero. il trinomio 
* a — aax+c*, eh è un fattore del secondo membro del- 
l' equazione (i) ; dovrà restarne il primo membro u- 
guale a zero , al par del secondo , cioè 

M-AX-BX*=o (a). 

Or dal supporne a: 1 — aoar+c^o » ne risulta a^=aajc—c , f 
e col continuo sostituirsi 2ax—c* per x % nelP espres, 
sjone M-AX~BXx , questa trasformasi in un* altra li- 
neare. Dunque uguagliando a zero i termini costa ot- 
deir equazione (a) ridotta a lineare , e quei puranche, 
che vi contengono la x % si avranno due equazioni in- 
determinate sufficienti a determinarvi le due grandezze 
assunte A e B. 

Par. II. Si esprimono per «e $ i valori di A eB A 
e ponendoli nell 9 equazione (i) in luogo di A e B , 
si divida la detta equazione per x*—2ax-j-c*. Ayrassi 

M— «X-tfXx _ 

. =V. * 

x*—2ax+cr 

Ma la grandezza V è una funzione intiera della x : 
dunque tale dovrà esserne il quoto di M~«X~£Xx per 
«r'-aor+c* , che sarà il valore di V numeratore della 
frazione del complemento. C.B.D. 

Esempio. Data la frazione . ■■ ' — /v , ri- 
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St 

trovare i numeratori di fueste tue parziali 

A + Br ; v 

Suppongasi ugnale a zero il trinomio i— ar-f-jr*. Sarà 
x*=x—\ t x^=:x a — ix f i = jc— i - qx+ i =— .r . Or paragonando 

M 

la data frazione air altra =s generalmente 

proposta , si nyrrk M=x*=:x-i , X=i+^=i-«r , 
TLxsrx+sfisx— x*~i. 11 perchè sostituendo nel!' equa- 
zione M-AX-BX-r-o i valori di M , X , ed Xx , i^e 
verrà la seguente 

T a -A-Ax*-Bnr-B* 5 =:o , 

cjie ridotta a lineare si trasforma nelP altra 

ar- 1 — A+ A B^o ? t . 

ove pareggiando a zero i coefficienti dei termini ana- 
loghi , si avrà 

-T-A— B=o , ed i-fA=q. 

Dunque dev* essere As:— ì , e B=o. Ma it nurae- 

ratore V della frazione dei complemento ^ pareggia 

il quoziente c|i M— AX— BXar per ì— x±x % , ove siensi 
posti i valori di A e B già determinai > ed i pròprii 
valori delle M > X * ed %x. Dunque dev'èssere 

E qttiftdi si ha 
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PROP. XXVll. TEOR. 

M 

85. Supposto che la frazione 



X^-aax-J-c*/ 1 
ne pareggi queste sue parziali 

A+Bx , A'+B'x A rf +B"x V 



(x*-2<ix+c*) n (x^-sax+c 1 )*- 1 1 (x^ax+c") 1 

dovran farsi le stesse operazioni del Teorema prece- 
dente per vi determinare il numeratore della prima 
di esse parziali. Ed esprimendo per a e fi i valori 
delle A e B , per la M' V esatto quoziente delC es- 
pressione M— «X— /?Xx per lo trinomio x*— aax+c* , 
dovrà ridursi un forma lineare F equazione 
M'— A'X— B'Xx=o , e pareggiare a zero i termini a- 
naloghi di essa per determinarvi le A' e B\ E così 
più appresso. E V ultimo quoziente , che ri esprìme 
una delle grandezze M'' , M*" , ec. dev } essere il va- 
lore di V, 

Dim. Colla guida della Prop. XJLV , e co' prin- 
cipii della Prop. XXVI può facilmente congegnarsi u- 
na dimostrazione a questa Proposizione. 

x-x 3 

Esempio. Risolvere la frazione , . ■ >- 

nelle sue parziali 

A+Bx A'+B'x A"+tf'x A"'+B'"x V 
( ì+x*)4 + (i+x*) 3+ (i+x*)* ' i+x* + i+x? # 

io i+x a =o. Dovrà essere r, x 3 s 

zjone alla proposta generalmente ^r— — t 

* v b X^-aax+c*)* > 

si ha ... 

Mzrx-x 3 , X=i+*4, Xx=a:+x. 5 

Dunque V espressione M-ÀX-BX* riducesi air altri 
x-x 3 — A-àj:Ì~Bx--Bx 5 , che dee farsi uguale a zert 



Si supponga il binomio i+x a =o. Dovrà essere x*=— r, 
—x , x4=— ar« = ì , ed x 5 =x. Ma paragonando la data 



j 



qualor si ponga— i per**,— x par a? 5 , ì per x$,ed x per 
* 5 . E perciò dev* esser A-A-Bar-B:r=o , cioè 

sA— 2Bx=o. Onde dev* essere A=o , e B=i. In 
oltre r espressione (M— AX— BXx) : (i+# a ) con porvi i 
valori di A e di B di già determinati , ed i proprii va- 
lori delle M, X, ed Xa? , diviene -x\i+x 2 ) : (i+x*)=-.x*. 
Dunque sarà M'=-ar 3 ,|e l'equazione M - A X-B'Xxzo 
determinatrice delle assunte A' e B 1 , con porvisi quei 
valori ridotti delle r 1 , X,ed Xx , rid turassi alla se- 
guente 2 A'— 2Ìi'x=za. Onde sarà A'=q , e B=J. Si- 
milmente V espressione (MJ-A X-B'X») coi va- 
lori di già esibiti delle A e B', e coi proprii valori 
delle M' , X , ed X* si riduce a : (t+x A ) 
cioè a -ì(*f**) : e 1* equazione M"-A # 'X-B w Xxso , 
coi valori ridotti delle M" , X> ed X* dovrà trasfor- 
marsi neir altra 

-l*+l*-2A"-3B"x:=6. 
Ed avrassi A"=o , B"=:o. 

Finalmente l'espressione (M*-A''X-B^'X*) : 
Ove pongansi i valori delle M' , A", X, B", edX*, ne di- 
viene — i*(i+* a ) : (i+a*)==--l:r. Dunque sarà M"^— \x. E 
T equazione M'"— A"'X-B'"Xj? , che serve a determi- 
nare le A e B qualora vi si ripongono i valori ri- 
dotti delle M'", X , ed X*, diverrà -§x^A"'-2B"'x=o, 
e ne darà A =o , e B =— \. Il perchè se vogliasi il nu- 
meratore V della frazione del complemento , si dovrà 
dividere per i-fr* T espressione M"'-A'"-B / "X;r, nella 
quale siensi posti i valori delle M'", A'" , e B'" poc' 
anzi determinati , non meu che quelli delle X ed X* , 
e sarày=(-^+?orf*x 5 ) ; (i+x*) ; cioè fatta la divisione 
dovrà risultarne 

Onde Siìià la proposta frazione 

ar-x 3 x x x x(i-x") 
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SAGGIO 

D I 

CAP, L 

DELLE DIFFERENZE FINITE. 

86. Def. I. Le differenze finite delle quantità 
Variabili u,x^y, ec. sono talune parti finite di queste , 
che si possono assumere costanti o variabili , come ne 
aggrada , e che sogliono dinotarsi con Ah, ùx 7 Ay , ec. 
rispettivamente. 

§.8j. Def. 11. La differenza seconda di una quantità 
variabile x è la differenza finita della differenza finita 
ùx di essa , e suol dinotarsi con A*x. E la differenza 
terza della variabile a: è la differenza finita della dif- 
ferenza seconda A a x della stessa variabile , ed essa suol 
dinotarsi con A 3 ** Nello stesso modo si possono for- 
mare le definizioni delle differenze quarte, delle quinte, 
ec. di una quantità variabile x , le quali si dinotalo 
con ò$x . A*x , ec. 

§. 88. Def\ III. Qualora ciascuna delle variabili 
di una funzione si aumenti della sua differenza finita, 
e dall' espressione , che ne risulta , si sottragga la me- 
desima funzione, il residuo , che si otterrà, si dirà 
differenza finita di essa /unzione. 

89. Rischiaramento. Sia y una funzione della 
quantità variabile x , ed essa ne diventi y* qualora 
vi si ponga x\ùa in luogo di x. Dovrà essere y # — y la 
differenza finita di y , che potrà pure dinotarsi con fy. 

§. 90. Cor. Dunque i.° delle sole quantità varia- 
bili possono assegnarsi le differe nze finite : a.° la dif- 
ferenza finita di ogni quantità costante è uguale a ze- 
lo : 3.° e quindi se assumasi costante la differenza fi- 



55 

nita di una quantità variabile , la differenza seconda di 
essa sarà pure uguale a zero. 

§. 91. Post. 1. Qualora del quadrato y* di una 
funzione y si dee prendere la differenza finita , questa 
ne sarà dinotata da A. y*, laddove il quadrato della dif- 
ferenza finita di y suol dinotarsi con Ày*. Ed in ge- 
nerale A. ^ m ne dinotata differenza finita della potenza 
m di y , e ày m rappresenta la potenza m della dif- 
ferenza finita di y. 

PBOP. I. TEOR. 

93. La differènza finita del logaritmo iper- 
bolico di x ri è dinotata dalla serie 

m 

Ax Ax* Ax 3 A** 
— + — 5—7+ ec. 

. X 3* d fa* 

Dim. Sia y=L.*. Sarà (§.$g)Y l =L , ed 

y*-y , ovvero Ay=L(xfA^)-L.x. Ma L(x+Aar)-L.x pa- 
leggia L.fj^y^.u ° vver ° 

Dunque dev'essere 

11 perchè se nella serie .($. 55. ), che ne dinoto il lo- 

A^£ 

garitmo iperbolico di ì-f*, pongasi — iu luogo di x > 
dovrà risultarne Ay , o sia 

&x ùx* A* 8 £x*\ 

. &.Lx= ,+.7-3-7-7+ ce., 

x 2X* òar 4*4 
ck* è l' esposta serie. C.B.D. 

PROF. II. TEOR. 

Cj3. La differenza finita della potenza m d* 



X 
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una variabile x pareggia P espressione 



mx m 



Si 3.3 



Dim. Poiché supposto che sia y=x m 9 dev* essere 
y=:(x+Ax) m , ed y* —y— (x-j- Ar) t e sviluppando 
la potenza m di x-j-Ax 9 e ponendo A.x m per 
v'— v si avrà 

Dunque ec. G.B.D. 

^. 94. Cor. I. Dunque la differenza finita dijr 1 dee 
pareggiare axAx+Ax* : la differenza finita di x"""* ade- 
gua la serie — 2x"~ 3 Arf 3x~~^Ax*— ec. , cioè 

a A.r 3Ax* 

— ~3~+ ^ — ec : quella di ax* dee pareggiare 

aaxAr-f-aAx 1 , e T altra di A- » che adegua fi*"* , 

x 

, . . abAx 3óAx* 

dev essere uguale a —"^3™ + — J — ec - 

$. 95. Cor. II. Il perchè la differenza finita del- 
l' espressione a-fbxj^cx* dev' essere dinotata da óAr 
f ucx&xf càx* , e quella di a+bxj-cx*fex 3 da 

bAxf2cxàx+c&^3e3^£xfZex&x*+e&x*. 

96. Cor. III. Dai precedenti Corollari i si ri- 
leva , i.° che la differenza finita dei prodotto di una 
quantità costante per una funzione di una variabile 
pareggia il prodotto della quantità costante per la dif- 
ferenza finita di quella funzione ; a.° e che la diffe- 
renza finita di una funzione di una variabile è la stessa 
della differenza finita della medesima funzione aumen- 
tata o diminuita di una quantità costante. 



• 5 7 

PROF. III. TEOR. 

§. 97. Se nel cerchio del raggio r prendasi /'ar- 
co 1 , dovrà essere la differenza finita di senz il- 
guale alla serie seguente 

Arcosx Ax 3 sen# Ar 3 cosx , 

-f. ec. 



r si' 1 a 



i.3r* 



.Dioi. Supposto che y pareggi senx, dev* essere 

, , , . N . x . sena?co$Ar+senA*cos* 
y =sen(arf Ape) ; cioè y f = 

Ma (SS; 46,47) 1' * poi 

A Ax* Ax* 
cos. Axzzr J — ec , 

é senAxzzAx-* o , -f. ec. 

2. or* 

Dunque dev* essere pure 

A** , A*4 
.y'ssenar- — senx-j — --^senr— ec. 

Axcosx Ax 3 cos* 

+ ec, 



2.3/* 



e trasportando sen x nel primo membro, ed ordinando 
il secondo membro per rapporto alle potenze di Ax > 
si avrà y'— seno:, ovvero y*- y , cioè 

A A#cos.r A#*senar Aar 3 co«:r 

A.sen*=- - — o- 3 - 

r zr* 2.3r* 

% 

Aa?^SenJ? r< *n r\ 

+ -, — ec. C.B.D. 

PROP. IV. PROBL. 

%. 98. Determinare la differenza finita di una 
funzione u delle variabili x ; y,z, ec. 
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Sol. Nella proposta funzione in luogo delle varia- 
bili z,ec. ti si pongano rispettivamente le mede- 
sime variabili aumentate delle loro differenze finite ; 
cioè x^Ax^y+Ay^-fAz % ec. Il perchè ne dovrà risul- 
tare una funzióne di x % y % % % ec , Ax^Ay ì Az ì ec, che do- 
vrà pareggiare u'. E quindi togliendo da questa fun- 
zione l'altra a, si avrà a'-u, o sia Azi, che sarà J' ad- 
dimandata differenza finita. C.B F. 

Esempio I. Suppongasi , che si voglia la diffe- 
renza finita di a^bx^cy ^exy. 

Ponendo u uguale alla proposta funzione , dovrà esse- 
re u'=a+bx^Ax+cyfc&yj-*xy+exAyfeyAx+eAyAx f 
ed u'-u=bAx+cAyfexAyfeyAx+eAxAy , o sia 
Au=(bfey^Axf(cj-ex)Ayj'eAxAy. 

Esempio II. Si voglia determinare la differenza 
finita di (x+y) m , che sia uguale ad u. 
Dovrà essere 

o sia 

+'^^(xtr)' n -»(Ax+A^)»+ ec-, 
ed a' -a , o sia 

Aii=OT(xf r )»-'(Ax+Ay)t^2ZL\x+v) n »-*(AxtAy) a tec 

99. Cor. Dai precedenti esempii si rileva , che j 
se le di£ rerenze finite delle variabili x,y ^ ec. di una 
funzione si considerino anche come variabili ; la dif- 
ferenza seconda della medesima funzione sarà una fun- 
zione di esse variabili , e delle di loro differenze fi- 
nite. Il perchè dinotandosi con A 2 *,Ay , ec. le diffe- 
renze finite, di Ax,Ay, ec. rispettivamente ; si avrà la 
differenza finita della differenza finita > sia la diffe- 
renza seconda della funzione , se nella differenza pei- 
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aia di essa pongasi .r-j-Atf in luogo di x 9 yfAy in luo- 
go, di y, ec. e Ax+A*x in luogo di Ax , Ay+A^y in 
luogo di Ay, ec. e poi dall'espressione, che ne ri* 
su Ita , si tolga la differenza prini$ della funzione. 

Esempio. Determinare la differenza seconda di 

Essendo la differenza finita di ax-\y % uguale ad 
zAx-jrzyAyf Ay* > sarà la differenza seconda di axfjy* 
iguale ad 

a(Ar+A , x)+a(y+A^)(AyfA a y)+(AyfAV) a 
— aAr— 2yAy— Ay* , 

ed efieituendo le moltiplicazioni r e le contrazioni dei 
termini , si avrà le stessa differenza seconda uguale ad 

a A Vfay A*y\-2 Ay a f 4 Ak -fA*y*. 

100. Cor. I. Nello stesso modo si dovrà prò* 
cedere per determinare la differenza terza , la quar- 
ta , ec. di una qualunque funzione. 

^. icu. Cor. II. Da quanto in questo Capo si è 
esposto si possono stabilire le seguenti verkà 

I. La differenza finita di una qualunque fun- 
zione di una quantità variabile x dee avere la se- 
guente forma 

AAx+BAxM-CAz^f ec. 

II. La differenza finita di una funzione di più 
variabili x,y,z, ec. dee avere la forma 

A A*+BAy f CAzf ec+DA* 2 fEA*A y+FAy a 
+GA*Asf HAyAz-f- ec. 

III. La differenza seconda di una finzione della 
variabile x è della forma 

AAMBAVfCA^fDAxA^fEA^H ec; 

ed in ciascuna di queste tre espressioni le quantità 
A,B,C ec. possono essere funzioni di una o più va- 
riabili , o quantità costanti , ed alcune di esse possono 
essere anche zero. 
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CAP. II. 

DEL METODO DB* LIMITI. 

102. Def. IV. Ogni grandezza , al cui valore 
si approssimi continuamente una quantità variabile nel 
suo crescere o diminuire fino a differire da essa per 
una quantità minore di qualunque grandezza assegna- 
bile, senza poterla mai uguagliare, dicesi limite di 
quella variabile. 

Rischiaramento. Suppongasi, die z sia una fun- 
zione della variabile x , che nel suo crescere o de- 
crescere si approssimi sempre ad una quantità A senza 
poterla mai uguagliare , coro' è uu poligono regolare 
inscritto o circoscritto ad un cerchio rispetto ali' aja 
del cerchio stesso. Sarà la differenza finita di z uguale 
a quella di detta funzione; cioè ( 101 n. 1. ) 

A^AAxfBA^+CA^fec . 

Egli è chiaro , che diminuendosi il valore di Ar, 
debba diminuire benanche quello di Az. Onde dive- 
nendone picciolissimo il valore di Ax, dovrà divenirne 
picciolissimo benanche quello di Az. Ma dividendo 
per Ar ambi i membri della precedente equazione 
si ottiene 

Az 

=Af BAx+CAx % + ec , 

e divenendone picciolissimi i valori di Az e Ax, il rap- 
porto di tali grandezze adegua quello di due grandezze 
finite ( poiché se il numeratore e '1 denominatore di 
un fratto si multiplichino per una stessa grandezza, 
il fratto non cangia di valore ), ed uo tal rapporto 
si và sempre approssimando al valore di A > senza mai 
poterlo uguagliare , ma dovendone differire da esso per 
EAf CAx 2 -j- ec, ch'è una quantità picciolissirna , quando 
Ax T h minore di qualunque grandezza assegnabile. 
Dunque il limite del rapporto di Az a Ax è uguale ad A. 
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PROF. V: TEOR. 

§. io3. Le grandezze A e B, che son limiti di 
una slessq grandezza X, sono tra se uguali. 

Dimi Poiché se A e B non sono tra se uguali s 
sia D l'eccesso della prima di esse sull'altra . E quindi 
se la variabile X nel suo crescere si approssimi sem- 
pre a B senza poterla mai uguagliare, ma potendone 
differire per una grandezza * minore di qualunque 
quantità assegnabile; la differenza tra A ed X non 
potrà mai divenirne minore di D-f», cbe non è mi- 
nore di qualunque quantità assegnabile. E perciò A 
non potrà essere limite della grandezza X. Nello stesso 
modo si potrà dimostrare , che se la X nel diminuire 
.si approssimi sempre ad A , non potrà essere B limite 
di X. Dunque affinchè le grandezze A e B sieno li- 
miti della medesima grandezza X, dev* essere A uguale 
a B. C. B. D. 

CAP. III. 

DE* DIFFERENZI ALT DELLE FUNZIONI DI UNA SOLA VARIABILE. 

§. 104. Def. V. Il Differenziale di una gran- 
dezza variabile è una parte picciolissima di essa. 

Rischiaramento. Sia 2 una funzione della varia- 
bile x. Dovià essere ( $. 101 n. 1 ) 

«Af BAxìCàx'f ec. 

• * t * 

Onde se le quantità Az e ùx ne diventino pi ce iol is- 
sine, tal che la somma di BAx , Còx* , ec. risulti 
miiore di qualunque quantità assegnabile; Az e Ax 
si liranno differenziali delle variabili z ed x. 

%. io5. Post. II. I differenziali delle grandezze 
varabili x, y, z, ec. verranno in seguito dinotati con 
dx dy , dz ec. rispettivamente. 
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§. 106/ Cor. Essendo uguale a zero ì\ differenza 
finita di ogni quantità costante, il differenziale di tal 
quantità sarà pure uguale a zero. 

107- Def. VI. il Calcolo differenziale è quel 
ramo dell' analisi moderna , che ne dà le regole per 
determinare i differenziali delle diverse funzioni. 

108. Post. 111. La lettera D. prefissa ad una 
qualunque funzione ne dinota , che di essa funzione 
debba prendersi il differenziale. 

PROP. FI. TEOR. 

%. 109. // differenziale del logaritmo iperboli® 
di una quantità variabile pareggi** il differenziale 
di essa grandezza diviso per la medesima grandet- 
ta. Cioè dev'essere 

l).L.x= — . 

x 

Dim. Essendo ( 92. ). 

A.Lx= - - ec, 

X 2X* ÓX° 

dividendo per Ax ambi i membri di quest'equazione , 
si avrà 

A.Lx 1 àx t Ax* 

ÙX I 3J? J, 3? 

e prendendo i limiti , dovrà risultarne 102 , o4 ) 

D.L.x 1 • \ r\ t r n t\ 

— , sr— ; cioè D.L.xs:-^-... &• U- 
ax x x 

PROP. VII. TEOR. 

%. no. // differenziale del prodotto di più fun- 
zioni di una quantità variabile pareggia la scnma 
de' prodotti, che si hanno mulliplicando il diffren- 



1 
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zi ale di ciascuna funzione per lo prodotto di tutte 
l& altre. 

Dim. Sia u il prodotto delle funzioni ec. 
di una quantità variabile Dovrà essere ( §. 42. ) 

LMzzL.xyz.^LxjrL.yiL zf ... 

E differenziando ambi i membri di quest'equazione, 
si avrà ( 109 ) 

da dx .dy dz 

e multiplicando il j>rimo membro per u , e 'l secondo 
per ayz..., dovrà risultarne 

duzzyz. . dx+xz . Ay\ xy . . dz\ . . 

Dùnque il differenziale del prodotto ec. C.B.D. 

PROF. Vili. TEOR. 

Y tu. Il differenziale di un fratto pareggia 
quell altro fratto , che ha per numeratore il prodotto 
del denominatore pel differenziale del numeratore , 
diminuito del prodotto del numeratore pel differen- 
ziale del denominatore , e per denominatore il qua- 
drato del denominatore del fratto proposto. Cioè 
dev'essere 

D x jydx-xdy 

y y* 

X 

Dim. Sia z= - . . . (i). Sarà L,z=L.-.; cioè $.4») 

■ 1 » ali di ambi i membri di gue- 

st ultima equazione , « avrà ( f . 109. ) 

dz dx dy 
z x y K ' 

* * 

E jnultiplicaudo il primo membro dell'equazione (i) 



64 

pel primo membro dell 9 equazione (2) , c'I second 
pel secondo, ne dovrà risultare 

dx xdy 

ovvero , riducendo ad un sol fratto il secondo merobr 

dz jrdx-*dy 

eh* è T equazione proposta. Dunque ec. C.B. D. 

PROP. IX. TEOR. 



112. // differenziale di una potenza di w 
quantità variabile pareggia t esponente della poten- 
za multiplicato per la grandezza stessa elevata 
medesimo esponente diminuito di 1 , e per lo diffe- 
renziale della medesima grandezza. 

Dim. Sia y=x m . Sarà ( 43. ) L. j^toL.x , t\ 
differenziale di L.y uguale a quello di mL.x ; cioè 

dy mdx. 

Ma Te y=* m . Dunque dev'essere 

dyjndx % 
x™~ x 

e multiplicando per x m ciascun membro delia prece- 
dente equazione, si avrà 

dy^mx^^dx. 

Dunque il differenziale di una potenzà ec. C.B.D. 

PROP. X. TEOR. 

%. u3. // differenziale del seno di un arco) 
preso nel cerchio del raggio r pareggia il differe* 
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zialedx dettano tnuhipUéaio pel coseno dello stesso 
arco diviso del raggio. Cioè dev'essere 

— dxcosx 
D. sente- 



r 



pim. Essendosi nel §. 97 dimostrato esserne 

r UTlp » 

dividendo quest'equazione per A*, e di poi prendendo 
1 limiti, si avrà 

D.senx cosar 
da? r 

II- perchè dev* essere 

Ddxcosx 

r 

Dunque il differenwale ec. C.B.D. 

PROP. XL TEOR. 

e 

$. 114. Il differenziale del coseno di un aroo 
X preso nel cerchio del raggio r pareggia il diffe- 
renziale dello stesso arco preso negativamente mul- 
Uphcato pel seno di quelfaróo diviéo pel raggio n 
[Cioè dei? esaere ea s 

, * 

dxsehot 

• COS. atc: — - ■ n 



r 

Dim. Sì dinoti coup la circonferenza del cerchio , 
che lu» r per raggio. Dovrà essete cos*«en(£-*Y 

e D.cosasD.sen^*). Ma il differenziale di sen. 

5 i 4 
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"» V 4 ' v 4 / ( $. ll3 ), ed è D 



(t-*) = — àx , e cos^-ar^ = sen.x. Dunque dev' es- 
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- r) , . w „ v? 

sere 

_ darsena: 

D. cqs.x = — — . . . C. B. D. 



n5. Cor. E poiché tang.x pareggia , e* 

COS«JF 

. . % . rsenx , dxcos 9 x+dxsen*x 
difTerenziale di adegua ■ ■ ■ , come 

COS.X COi>X 

si rileva dai ni, ii3, e u4* Dunque dev'es- 
sere 

t-v . dx (cos*a:+sen*a:) 

D. tang.a? = N / 

cos a x 

Il perchè essendo cos'ar-l-sen^a^r* 9 dev'essere pure 

-, r*dx 
TX. tangjrs± — 

CQS*X 

JNello stesso modo si potrà rilevare , che sia 

_ ~ rcosa* *~i*dx 

D* cot-x s 1). » S ■' ■ l ■ 

sena: sen'a: 

r* rdxsenx 
D. segan • x = D. =• z — > 

° cosa: cos'a: 

• • 

r* rdxcosx 

D. cosegan. a: = D. =£ z — 5 e 

° • sena: ben. x 

darsena: 

D, sen. ver. * ^ D. ( r-cos**.) = — 
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PROP. XII. TBOR. 

tf. 116. 2T differenziale di un arco presto nel 
cerchio del raggio r , e che abbia la variàbile x per 
seno , pareggia il raggio r multiplicato pel differen- 
ziale dx de/ diviso pel coseno v / (r a «-x a ) cfel/o 
stesso arco. 

Dim. Suppongasi^ che sia y=Arc. sena:. . Sarà il 
seno dell'arco y ugnale ad x ; cioè seny=x ; e quindi 

^221=tfc (%. n3). . . .(0. 

Ma essendo sen.y=x f dev* essere sen s /=** % 
r*— sen^zzcòs^sr*— , e cos/ss^/*— Dunque sé 
nell'equazione (1) si ponga v^r*— x*) per cos./ , si 
avrà 

rdx f3 
e dy=iT).Arc.senxz>~ 7 — — — .... C.B.D. 

117. Cor. I. Suppongasi» che un arco preso 
nel cerchio del raggio r abbia per coseno la variabile 
x. Sarà il seno di questo arco uguale a v^(r g — Dun-! 
qué tanto sarà dire Arc.cos.a:, che Arc.sen.v/(r*— x*). 
Ma pel Teor. prec. il differenziale di Arc.senv^r 3 — x*) 

pareggia L ed e v/M=^). 

Dunque dev' essere 

* "--77-3 — e D-Arc.senv' , o sia 

D.Arc.cos.apg ' ■" 



118. Cor. II. Sia x la tangente di un arco 
preso nel cerchio del raggio r. Sarà s/(r*+x*) la se- 
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€8 _ 
gante dello stesso arco. Ma sta la segante al raggio 

con* la tangente al seno. Dunque dee slare %/(**+**) : ' 

r . . x a( i ; — rx ■ % che sarà il seno di quell'arco, 
s/ (r*+* / 

di cui x n' è la tangente. Dunque dev* esàere 

* TX 

D.Arc.tang.af=D.Arc.sen-^pq^. 



Ma il differenziale di Arc.scn.-^q^r pareggia 

; ' C10e ' D '7FP) ; ^+?) 



ovvc« 



_ rx 

Dunque dev'essere 
D. Are. scn 



cioè D. Are. tane .x.^——l. 

§f 119. Cor. III. Che se la x ne dinoti la cotan- 
gente di un arco preso nel cerchio dei raggio r ; dovrà 
essere la cosegante dello stesso arco uguale a \/(r*+x*). 
Ma la cosegante di un arco sta al raggio come il raggio 
al seno. Dunque dev' essere ii seno dello stesso arco 

U8uale ad E quindi 



I 



69 



Are . cotang.x=Arc. sen -r-^ — rr 



D. Are . cotang # = D. Are. sen 



Ma iJ secondo membro di quest'ultima equazione 
( $. 116 > adegua rD.- 7f ^ :v^(r«-~l ; ), cioè 
r* rx 1 * ri *** —r*xdx 

Dunque dev'essere 

_ M —i&xdx rx —r*dx 

D. Arc.cotor== — — : -ss . 

Nello stesso modo si potrà rilevare, che sia 

r % dx -r*dx 

D.Arc.seg.ar=— — — —, D.Arc»cosegan.xsr ' . x , 

x>/(x*—r*) xy/(x*—r) 

_ , r*dx~rxdx rdx 

e D.Arc.sen.vers.:r= 



(r-a:)\/(arr-x*) «/(zrx-x*) 
PROP. XIII. TEOR. 

120. 7/ differenziale di una grandezza espo- 
nenziale ( 3i. ) a óaj* costante pareggia la gran- 
dezza stessa multiplicata pel differenziale dell * espo- 
nente e pel logaritmo iperbolico della base. Cioè de- 
tessere 

D.a*=a*dxL.a. 

Dim. Suppongasi essèrne y^a*. Sarà L.y^xh.a: 

dy dy dy 

E quindi — =dxL.a. Ma — pareggia . -i. Dunque 

y Y & x 

dy 

dev' essere — > xdxh.a > e dy, o sia D.a*=a x <fc*L»a. 

a x 

C. B. D. 



7 ° PROP. XIF. TEOR. 

§. 121. // differenziale della somma di più fun- 
zioni di una medesima quantità variabile pareggia 
la somma de* differenziali di quelle funzioni. 

Ciò è chiaro dalle cose precedenti ( 94 > 9^ )• 
Esempio. Esibire il differenziale dell espressio- 
ne U*W 

Essendo il differenziale di x+y/(i+x % ) uguale a 

xdx dx y/(x+x*) +xdx . 
j x j. _ ovvero a t MN , e 7 i ditterei 

ziale di L(xfy/(i+x*)) uguale all' espressione 
dovrà essere pare 

e dividendo per x+\/(i-hr*) tanto il numeratore , clw 
il denominatore del secondo membro di quest' ultima 
equazione , si avrà 

p.i ( ^(.+^= 7 ^. 

cap. iv; 

Pfi' DIFFERENZIALI DELLE FUNZIONI DI PIÙ* VARIABILI , 
C Dfi' DIFFERENZIALI SECONDI , TERZI , EC. DELLE 

^UNZIONI, 

122. Def VII. Se nel differenziare una fun- 
zione di più variabili , una sola di queste grandezze 
?i consideri come variabile, e le altre si assumano co- 
stanti ; T espressione differenziale , che si otterrà , sì 
dirà differenziate della funzione rispetto a quella 
tale variabile, 
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Così per esempio se della funzione axy^cyx* d<?ik 
variabili x ed y si consideri come variabile la sola x , 
ed in tal supposizione' se ne prenda il differenziale 
a,y*dx+zcyxdx ; questo' sarà il differenziale delia pro- 
posta funzione rispetto alla variabile x. 

PROF. XV. TEOR. 

%. 123. // differenziale di una funzione di pià 
variabili x , y , z , ec. pareggia la somma de* dìjfe~ 
ronfiali , che si hanno differenziando successiva- 
mente quella funzióne per rapporto a ciascuna va- 
riabile. 

Dim. Sia u una funzione delle variabili x % y y z, ec. 
Sarà ( ioi n. ii. ) 

AttfcAAor+BA^+CAa+ec.+DA^fEA^^+FAy 1 

+GA*Az+HAx*+ec , 

e dividendo ambi i membri di .questa equazione per 
Ax, si avrà 

Az 

+GAz-f-HAs A — h €C * 

ùx 

Or se le differenze finite A*, Ay 9 Az 9 ec. vadano 
continuamente diminuendo > dovrà diminuire benan- 
che il valore di &u , ed ali or che diventano pìcciolis- 
si me le quantità Av , ùy y &z , ec , debbono risultare 

quantità finite non solo le frazioni — , , ec ? ma 

benanche - — ; laddove le quantità DAr y E&y y Fa/ 
Ay 

j ec. debbono divenirne picciolissime. Dunque il 
limile del rapporto di Au a àx , o sia— deé pareg- 
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giare A+B~f C*T Ic e. E quindi dev'essere 

%JmX OX 

' DMszHdx+Bdy+Cdt+ec. 

Intanto se suppongasi , che nella proposta funzione sia 
variabile la sola sarà uguale a zero ciascuna delle 
quantità dy , dz > ec ; e quindi dovrà essere du=Adx. 
Che se suppongasi variabile la solay , si avrà duzuBdy, 
«e. Dunque il differenziale della funzione x delle va- 
riabili v, z, ec. pareggia la somma de' differen- 
ziali Adx, Jidjr, Cdz , ec , che si hanno differenziando 
sqccessiyamente quella funzione per rapporto a ciascun 
variabile.- C.B.D. 

Esempio. J. Fogliasi il differenziale di axy*. 

» 

+2axydy. 

Esempio II. determinare il differenziale di 

tixdx 

Poi< ** par?§g«a il differenziale di L(**fy*) 

preso per rapporto ad x, e adegua il diffèrea, 

* ia,e di H^H*) preso per rapporto ad y j dev'essere 



134. Cor. I Si ponga rf=z. Sarà , passando 
dai nupaen ai logaritmi , yL.xzL* , <> r 

V.yL.x=J=-?. Ma 1* è poi D.yL^rfyl^f^, 
Dunque dev'essere ysdyLx^XÈL,^ quindi 



dzzzx dyLx+x ydx. 
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§, ia5. Cor. II. Supposto che sia xr^z ; dev'es- 

r r > 

sere pure a* =a % e D.a =D.a sa rfzL.a, e ponendo 
per z e dz i loro valori (§.ia4) 9 s * avr ^ 




§. 126. Def. Vili. J7 secondo differenziale di 
lina grandezza variabile è il differenziale del primo 
differenziale di essa : e '1 terzo differenziale della me- 
desima grandezza è il differenziale del secondo di lei 
differenziale : ec. ' N 

127. Post. tV. Il secondo differenziale di una 
quantità variabile x suol dinotarsi con ddx , o più 
comunemente con cPx : il terzo differenziale della stes- 
sa grandezza x si dinota con d 3 x : ec. ; laddove il 
quadrato , il cubo , ec. di dx si dinotano con dx* , 
dx 3 , ec. rispettivamente. 

§. 198. Cor» I. Essendo dx una quantità picco- 
lissima rispetto ad x ; dev'essere dx* picciolissima 
per rapporto a dx % siccome lo è <Px. E perciò le 
quantità d*x e dx 9 si dicono grandezze infinitesime 
di secondo ordine rispetto ad x. Nello stesso modo 
si potrà dimostrare > che d 3 x e dx 3 sieno grandezze 
infinitesime rispetto a dV, e di terzo prdinc rispetto 
ad x y ec. 

139. Cor. II. Dunque essendo infinitesime le 
quantità dx e dy, il prodotto di queste dxdy dev'es- 
sere infinitesimo tanto rispetto a dx , che a dy ; e 
quindi sarà m infinitesimo di secondo ordine rispetto 
ad x. 

PROP. XFL PROB. 

%. l3o. Esibire il metodo generale per determi* 
nare il differenziale secondo di una qualunque fun* 
sione. 

Sol. Dinotandosi con dx , dy , ec. i differenziali 

r 
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delle variabili x , y , ce. , ed essendo tali differenzia- 
li anch'essi variabili, di cui d*x, d*y 9 ec. ne sono 
i differenziali; l'è chiaro, che il differenziale se con* 
do di una qualunque funzione delle variabili x t y , 
ec. si possa ottenere dal primo considerando come 
variabili non solo le x , y , ec. , ma benanche i dif- 
ferenziali da: , dy , ec. delle stesse grandezze. G.B.F. 

Esempio .Si voglia il differenziale secondo di ary 1 ? 

Poiché il differenziale primo di axy* pareggia 
( §. ia3 ) ay*dx+iayxdy 9 il cui differenziale preso 
per rapporto ad x adegua 2oydxdy % preso per rappor- 
to ad y pareggia 2aydydx+2axdy* , preso per rappor- 
to a dx e uguale ad ay % cPx , e preso per rapporto a 
rfK pareggia ixaxydfy ; sommando questi differenziali > 
si avrà il secondo differenziale di a*v* uguale a 

4a?dxdy+2axdy*±ay*d?x+2(*xyd È y. 
PJ20P. Xf//. 

§. i3i. Sa a/ia funzione p (x , y ) parla- 
bili x , ed y si differenza per rapporto adx % e poi 
il differenziale, che si ottiene , *j differenza per 
rapportò ad y ; ne dovrà risultare la stessa espres- 
sione prendendo un tal differenziate prima per rap- 
porto ad y 9 e poi per rapporto ad x. 

Dim. E poiché dal Gap. III. si rileva , che \\ 
differenziale di y(x , y) preso per rapporto ad x pa- 
reggia $(x±dx , y)-ty{x , y) , il cui differenziale pre- 
so per rapporto ad y adegua 

y\dy)-y{x\ dx y y)^(* , yfdyyW* , jf). 

Ma quest'ultima espressione è la stessa dell'altra 
<p(x+dx, y+dy)-<p(x, y-$>dy)-<^x+dx , y)+9(*> y)> 

che si ottiene, differenziando per rapporto ad x l'e- 
spressione <p(x , y^dy)— <f{x f y) , eh* è il differenziale 
di <p(«, y) preso per rapporto ad y. Dunque è vero 
ciò che si è proposto. C. B, D. v 



§. i3a. Posi. V. Il differenziale di una funzione 
z di più variabili x 9 y % ec. preso per rapporto ad* 

f dz 

sarà in seguito dinotato da (^^x: quello della stes- 
sa funzione preso per rapporto ad y ne sarà espres- 
so da (jj^fy : ec# 

<§. i33. Cor. Dunque se je ne dinoti una finzio- 
ne delle due variabili x ed y, dev'essere 



(dt\ 
rappresenta il differenziate di % preso per 

rapporto ad x , e diviso per dx^ e ne dinota * 

il differenziale di z preso per rapporto ad y , e divi- 
so per dy. 

§. i34. Po*/. VI. Il differenziale di (~) d * 
preso p^r rapporto ad f ne verrà in seguito dinotato 
da (fil^'jdxdy , e quello di (^)^ÌK P? es0 P er ra J? m 

dz 

porlo ad x ne sarà espresso da ^^^^V^ 

PROP. XPIII. TÈOR. 

« 

i35. 5* z /?* dfoo/i ««a /Unzione delle due 
variabili x ed y , e *ia dz=Adx-j-Bdy y dovrà essere 

Di/». Poiché « è una funzione delle due variabili* 
x ed y ; dev* essere 

*=(|)«*-K£> 



2fet l'è pure > per ipotesi» 

dà=Adx+Bdy. 

Dunque dev'essere 

E differenziando la prima, di queste due ultime eqt 
zioni per rapporto ad y , e la seconda per rappor 
ad y , si avrà ( %%. i3a , i34 ) 



Il perchè essendo ( $• i3i ) tra se uguali i prim 
membri di queste equazioni , dovranno essere ienan 
che tra se uguali i secondi. Dunque dev'essere pure 

dk\ /dB\ 



(arK 



J. . . C.B.D: 



i36. Cor. Dunque se abbiasi un* espressione 
differenziale della forma kdx\ftdy , e sia 

(^) = (lfc)' ^ es P ress ^ one dovrà essere V esatto 

differenziale di una funzione delle due variabili % ed 
y. In fatti se Àir+Bc^ non sia un differenziale esat- 
to; un'altra funzione À' moltiplicata per dx ed ag- 
giunto il prodotto a Bdy dovrà dare per somma un 
differenziale esatto; cioè dovrà essere K!dx\Róy ua 
esatto differenziale, £ quindi dovrebbe essere (%.l35) 

r — ) : il cbe non pub aver luogo. 



t 
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CAP. V. 

DEGÙ USI HUNCIPÀLI DEL CALCOLO DIFFERENZIALE» 

PltOP. XIX. TEOR. DEL MA&LAUR1N. 

%. 137. £k una qualunque funzione y della va* 
labile x si svolga nella serie 

pfpOx+p('0x^p("0x*+ . . 

cui termini cominciando dal primo contengano ri* 
Spettinarne ni e le potenze o , x a , a a , Z a , ec. d*tfa 
variabile x; il coefficiente pC 71 ) c/i un qualunque ter* 
mine di quella serie sarà ugnale al fratto 

z.2.3..ndx ,t 1 

jp* i/ dx ** «a supposto costante , e fatta la x zia 
guale a zero dopo F ultima differenziazione. 
1 2?un. Supposto che sia y=s 

dovrà questa equazione reggere per qualunque valore 
si. dia alla variabile x ; e perciò dovrà reggere bea* 
anche nel caso , che si faccia ateo. Ma facendo «so, 
quel!' equazione riducesi alla seguente 



Dunque il primo termine dell'assunta serie pareggia 
ciò che ne diviene la funzione proposta al farvisi 
cmo. E quindi p sarà zero , o pure una quantità co- 
stante. Il perchè differenziando i membri dell' equa- 
zione (1) , e dividendo per dx , ne dovrà risultare 

E ponendo x uguale a zero, in ciascun membro di 
quest' ultima equazione ? si ayrà /»(') uguale a ciò; che 



\ 



,8 * 

ne diviene il fratto -p al porvisi*=o. Dunque dev'è 

sere />(') uguale a zero , o a qualche quantità eòe tante 
£ quindi se differenziasi ciascun membro dell' equazioo 
(a) nella supposizione che dx sia costante , e si divi 
da per idx v equazione , che ne risulta, dovrà emer 
geme l'altra 

la quale si trasforma in ^^rP^ ^ a * porvisi 

Nello stesso modo si potrà dimostrare x che sa 

d 3 y 

p('"> uguale a ciò che ne diviene il fratto ove 

il dx si sia supposto costante, e fatta la *so dopc 
r ultima difieraiziazione ; ec. G.B.D. • 

Esempio. Fogliasi per mezzo del Teorema preci- 
dente svolgere in serie la funzione circolare Àrc.sen.i 
preso nel cerchio del raggio r. 

Suppongasi 

Àxc.sen.*=/^/K0#^ . . . (li 

e facciasi in questa equazione xzzo. Si avrà Àie. sen.* 
r=p. Ma V è Are. sen. oso. Dunque dev' essere p=a 
£ perciò l'equazione (1) di questo esempio sì riduce 
alla seguente 

Àrc,sen.a:-<pOa^ 

la quale differenza ti , e poi divisa per dòc , ne dà 

e facendo xzzo , si ha —=i 

Dunque l'equazione (2) è identica alla seguente 
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che differenziata , e divisa per rfr, ne dà 

r * = 2 P nìà.5pi"0x+34pC''Ox*+ ec. * . . (3), 

óve ponendo x=iò y si ottiene pCOzzo. 

Ma differenziando àmbi i membri dell'equazione (3)> 

p dividendoli per dir, ne risulta 

e facendo arato, si ottiene j5=2.3/*(*0 ; e quindi p(!"ì 
3 r* * ^^ m ^™ cnte s * pot^ rilevare, che debba es- 

sere »C'")=o t p(""0=: — ec. Duùque deve 
*^ * ^ n.3.4.5/4 * * 



essere 

Arc.sen.x=#-f- ~ r_A *l" ec * 



* 3 . * 5 



3.3.r*+ a.3.4.5r4 

MOP. XX. T.EO-R. TjÌYLOR. 

' $. i38. Ogni funzione ydix-\* può svolgerai in 
una serie ordinata , i cui termini cominciando dal 
primo contengano le potenze naturali delt* , « prò- 
priamente dev' essere 



iV». Suppongasi, che sia 
y^pOmWinSfpC'W4fV''0 l *ttc. . . . (i) , 

t 

facendo 4*=o , si avrà y=p. Ma quando » è uguale a 
zero, si ha f(x^)~f(x). Dunque dev'essere p~f{x) | 
e l'equazione (ì) si trasforma in questa 



So 

che differenziala par rapporto ad », e divisa per d#, 
dà 



e ponendo *=o f ai ha /Ci ugnale a ciò die ne ditiene 

postavi dopo k diffarnmaionr »=o.Ma se pon- 

gasi x \ m -z , djr ne diviene ugnale a d.f[z) , che può 
esibir» per dxf(z) 9 ove dk dev'essere ngóale a dr, 
"* pure a d«, secondo che il differenziale di f{z) si 
prenda per rapporto al r, ovvero ad » . U perchè 
tanto sarà il differenziale di/[x) preso per rapporta 
ad x e diviso per <£r, che quello di J[z) preso per 
rapporto ad e, e diviso per Dunque essendo 

&4^£)> <^tavi dopo la diflacmiaiione «=o; de- 



v'essere pare J^^gp- 
E qoìndi si ha 

e differenziando ami» i membri di quesf ultima equa- 
zione rispetto ad m 9 e dividendo per cfo, si avrà 



(^)=ap(") +2 .3pC"0.fec. , 

e ponendo *=o ^ dovrà risaltarne p( rf ) uguale a ciò 

che ne diviene ponendo orzo. Ma essendo 

y =yi :r +»)=ffz) ; Fé chiaro, che il secondo differen- 
ziale di y nella sopposizione che dx sia costante debba 
esserne dinotato dz?(*'(z) , ove se il differe&ziale dì % 



Si 

si prenda per rapporto ad x , si ha V isfesso secondo 
differenziale di y uguale a dj?f\z) , e se prendasi per 
rapporto ad * si ha d*fj'\%} , e siccome dividendo il 
primo per dx % e'i secondo per d» si ha sempre per 
quoto f\z) 9 q sia /"(^fa) ; l'è chiaro , che per 

^ H ■ j j fatto *=o dopo l'ultima differenziazione, 

d 2 f(x) „ 
possa sostituirsi j^-* ^ perchè dev'essere p 0=| 

^ a JNello stesso modo si potrà dimostrare , che 

ddL essere /,('") = , u * **S>. 

r 2.3 a* 3 ^ 2.3.4 dA 

ec. Dunque dev essere rx+w^A^H — ! V L - : .-— — —i-i — 

n 1 </x a 2 

+ec. C.B.D. 

Esempio. Si voglia svolgere cos£x-f «) in una se- 
rie y i cui termini contengano le potenze crescenti di ». 

Qui dev essere f(x)=cosx , </ : v , 

cix f ' 

àtfix) cosar COSX 
dx* ~ ~~, r» ' </x 3 r 3 ' da* ^ ~7J""" > 

ec 9 e quindi 

, , v sena: » cosa: » a 

cos(*f «) = cos* - — 

Sena: ® 3 cosa: 

La qual serie è la stessa di quella , che si otler^ 

11 , . cosa:cos(y-sen.rsei]» . 

rebbe ponendo in < 1 valori di cos.4 

r 

e sen.» espressi in serie ( §§. 46 , 47. ) 

6 



1 
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PROF. XXI. TEOR. 

$.139. Posto che s ne dinoti nn qualunque 

arco AB di una curva piana ABC , e che x ed y ne 
dinotino le coordinate ortogonali AD, DB del punto B; 
dico, i.° che il differenziale ds dell'arco AB debba 
esserne dinotato da v^dx^-f-dy 1 ) ; 2. che la sottan- 

ydx 

gente DH sia uguale ad - — ; 3.° e che la sunnor- 

male DF pareggi 

Dim. Par. I. Dal punto D si prenda sulla DF 
la parte DE , che si dinoti con Ax , e per lo punto 
E si distenda V altra seiniordinata £C. Di poi per io 
- ponto B si meni la BG parallela ad AF , e si eoa- 
giunga la BC , la quale si prolunghi .sino ad incon- 
trarne la AE nel punto I. 

Essendo l'arco AB=* , AD=ar , BD=y , e DE=Àr ; 
sarà l'arco BCsAff, ECzryfAy , e CG^ày. E quindi 
. dev'essere la corda BC^s/{Ax^Ay 2 ) , e'1 rapporto della 

s/(Ax*+Ay*) 

corda BG alla DE ne sarà dinotalo da — 5 — . J , 

Ax 

mentre quello dell' arco BG alla DE n'è dinotato dà 
As 

~— . Ma il primo ra pporto di approssima continuamente 

LjlX 

al secondo a misura che diminuisce il valore di àx. 
Dunque dev' essere 

ds y/fdat+dy*) 

dx~ dx ' 6 ^ * ds^S(dx*fdy*). 

Par. II. In oltre , essendo il triangolo CGB si- 
mile all'altro BDI ; dee stare CG:GB::BD.D1 , e ne' 

D I Ax 

simboli Av:Ar::y:DI. Dunque dev'essere — — .Or 

se la DE , e con. ciò la BG vada continuamente di- 
minuendo , la retta CBI si andrà continuamente acco- 
stando alla tangente BH > finché la BI coincida 'colla 
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BH. Dunque il limite del rapporto di DI ad y ade- 
gua quello della sottangente DH ad y. Ma J* è poi il 

limite del rapporto di Ax:Ay uguale a -jy Dunque de- 

DH dx . ^tt yd* 
v' essere — s= — * e quindi DH = . 

J dy dy 

Par. III. In oltre , poiché sta DH:DB::DB:DF 4 
sarà ne* simboli DF. Il perchè dev* es- 

sere DF = y -?~. . . C.B.D. 

dx 

$. 140. Cor. I. E poiché BH» pareggia BD a +DH% 
dev'essere pure 

cio6 BH 

§. 141. Cor. II. In oltre, essendo EF^BD^-DI*; 
ponendo i simboli si ha 

Esempio. Determinare la sottangente e la san* > 
normale dell 9 ellisse , /a cui equazione è 

i , 



Dall'equazione della proposta curva si ha 

rJ-s/hax-x*) fe*^^> - **- às/(2ax~x>) 
J a v " * av^aa*-*») ' dy "~ c(a-*) 

Dunque neir ellisse dev' essere la sottangente 



ydx aaaf-a* 
dy a-x 



8/ f 

e la sunnormale 

ydy c\a— x) 
dx~~ a* 

§. i4». Def. IX. Se al punto ( fig. 2 ) F del pe- 
rimetro di una curva BDF sia legata V estremità di 
un filo flessibile ABDF circondotto alla medesima cur- 
va , e di cui T altro estremo A sia lungo la tangente 
JBÀ ad un altro punto B di essa; mantenendo sempre 
leso quel filo , e svolgendolo dalla curva BDF , il pun- 
to A dovrà descrivere un' altra curva AHK , di cui 
la prima BDF dicesi V evoluta, e le parti rette AB, 
HD,KF del filo chiamansi raggi dell 9 evoluta , raggi 
osculatori , o raggi di curvatura di AHK. 

PROF. XXII. TEOR. 



$, i43. Se s ne dinoti un qualunque arco AH 
della curva AHK , ed x ed y rappresentino rispetti- 
vamente le coordinate ortogonali AP , PH del punta 
H di essa ; dico , che il raggio d' osculo R nel punto 
H debba pareggiare ciascuna delle tre seguenti espres- 
sioni ; cioè dev* essere 




Dim. Suppongasi , che due raggi osculatori HD,KF 
della curva AHK s' incontrino nel punto S , e col 
centro S e col raggio la retta SM , che ne dinoti il 
raggio trigonometrico r, tra i lati dell' angolo HSK 
si descriva V arco circolare MN. Egli è chiaro , che 
quanto più il punto K si trovi presso al punto H , 
tanto più il rapporto dell' arco MN all' arco HK della 
curva si approssimi a quello dell' arco MN all' altro 
descritto col centro S e col raggio SH. Ma quesf ul- 
timo rapporto adegua quello di r : SH 9 il quale va 



continuamente approssimandosi all' altro di r : D1I , 
cioè di r : R. Dunque il rapporto di r : R è il limite 
del rapporto di MN ad HK. Onde essendo MN ugu ile 
ad r.ang. MSN, e l'angolo MSN uguale aKZV-ZVS, 
o sia aKZV-HVA; sarà 1* angolo MSN la differenza 
finita dell' angolo HVA qualora assumasi la PQ per 
differenza finita di AP. Dunque dev* essere 

~* il limite del rapporto di ^ ; cioè 

R rr A. AH 

r rrf.AVH 



R ~" ds 7 

ed R= Z^H (0 

Or poiché Y angolo AVH pareggia il suo alterno VHL> 
e questo aggiunto all' altro KHL fa un retto ; perciò 
dev' essere V angolo LKH uguale all' altro HVP. 11 
perchè dee stare 

d$:cbc\ : r: sen. AVH 
e dsidy.ir: cos. ÀVH. 

Ma dalla prima di queste due analogie si ha sen. 

AVH=s ^r-, e ^« AVH cos. AVH=rrf.-^-, e della seconda 
d* ds 

si ha cos.AVHs-^^-1 Dunque dev'essere 
d.AVH.-^xrd. ~ , 

ds ds 
o sia dsd. Éf- , 

rf.AVHz: j^L.. : 

dy 

Il perchè se nell' equazione (i) in luogo di d AVH 
si sostituisca il secondo membro di queSt' ultima , do- 
vrà risultarne 



B6 



R=— * (a) 

cuc 

d "d; 

In olire , essendo ds=s/(dx*+dy*) t ovvero 

Al) , de,' essere 



(«+£> ' 

• qaind. d .^ = ——-^ t 

K da*) 

e perciò R = ^ = _^ ^ W 

dx 
tdy 

Finalmente , essendo cos. AVH , dev* essere 

as 

- d. A VHsenA VH=r<i. dy . 

d$ 

Ma sen AVH pareggia ^ ■ . Dunque dev* essere 

Il perchè se nel secondo membro dell' equazione (i) 
per ff.AVH si sostituisca il secondo membro di qae- 
bC ultima equazione r si avrà 

Rs ■ , „ .- . . . . (4)» t . C.B.D. 

dx 
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PROP. XXIII. PROBb. 

1 44 • Determinare il raggio cV osculo nella pa- 
rabola conica. 

Sol. Sia aa il parametro dell'asse ( fig. a. ) AR 
della parabola conica AIIK , e si ponga 1' ascissa 
AP=x , e la semiordiuata PH=y« Sarà per la natura 



I X 



della parabola , y*^2ax , e quindi y=(2a)*#* . Dun- 



i • , (*dfdx dy (za) 

que dev essere dy=ì — ^ — ^ x ' 



s 

1 



-f—zz — s=— — , ed i+ — rv=M- — 

dx? ^x 2x dx 2x 2x 

Il perchè dév' essere pure 

i 2 

dy —(2a)*dx —a*dx 



d. 



E quindi il raggio d'osculo R della parabola, o sia l'espres- 

do? ) nella parabola dee pareggiare 

sione 

dx 



V 2x J (a*)! v^a 

v i45. Cor. Poiché nel vertice principale A della 
parabola 1' ascissa x è uguale a zero ; il raggio d' o- 

sculo in tal punto dovrà esserne dinotato da — ^ , cioè 



1 
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da a. Dunque il raggio (V osculo nel vertice princi- 
pale della parabola pareggia la metà del pararne- 
tro dell' asse. 

PROF. XXI r. PROBL. 

146. Determinare t evoluta della parabola 

conica. 

Sol. Dinoti BDF T evoluta della parabola conica 
AHK , e da un qualunque punto D del perimetro di 
quella si meni all'asse AR di questa la perpendico- 
lare DR , e per D si distenda pure la retta DE paral- 
lela ad AR , che ne incontri la r^lta HP nel punto E. 
Dovrà essere AB=a ( i^5.). Intanto si facciano le 
stesse indicazioni del Problema precedente , e si ponga 
BR=t , e DR=«. Sarà la sunnormale 

PV=^L=:^-=a , la normale M=S(2ax+a*) , e '1 

raggio d* osculo HD=:— - — Ma pe' triangoli simi- 

y/ a 

li HVP , HDE , sta HV : VP : : HD : DE , e ne' 
simboli s/(zax+a % ) : a : : ( 2 *+ a > : DE. Dunque de- 

v essere DE , o sia PR=i —L zzax+a. 

\/a.>/ a(2X+a) 

» 

Ma l'è AP±r#, ed AB=a, e quindi BP=.r-a. Dunque 
dev'essere BR=x-«+2a:-{-a , o sia fc=3x. 

In oltre , essendo HD^-flfll , ed H\ T =>/<2ax±a*) ; 

>/a 

sarà VP-, C 2 ^) l _/ ( . )( ^ + ^ - (^+^-"( 3 ^ a ) 1 , 

s/ a %/a ' 

o sia yp J 2x + a )( 2 *± a Y~ a ( 2 ^ 

>/ a s/ a . 
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Ma sta HV : VD :': HP : PE , c ne's imboli s/(a){2x+a) : 

t • 

« « ~ : : y/iax\ PE. Dunque dev'essere PE, o sia 

II perchè essendo DR=w , sarà pure «=-^-— . Ma l'è 

poi 2ac=— - . Dunque dev* essere flss ■ — , 
3 iy/ia 

ed k*= ; cioè ^'jau^St 5 t eh' è V equazione alla 
seconda parabola cubica. C. B.F. 

C A P. VI. 

CONTINUAZIONE DELLO STESSO ARGOMENTO. 

PROF. XXV. TEOR. 

147. Se x ed y ne dinotino ' rispettivamente 
le coordinate ortogonali di una curva; la tangente 
delV angolo formato dalla tangente di essa curva 

celi 9 asse delle ascisse pareggia , jpo$/o il rag* 

gio trigonometrico uguale ad 1. 

Dim. Poiché la sottangente di una curva sta al- 
la semiordinata corrispondente come il raggio alla tan- 
gente dell' angolo fatto dall' asse delle ascisse colla 
tangente , ed è la sottangente* generalmente dinotata 

da ( 139.) ; dovrà stare ^~ :y : : 1 alla tan- 
gente dell' angolo fatto dalla tangente della curva col- 
1' asse delle ascisse. Il perchè dev' essere la tangente 

di tale angolo uguale a . C.B.D. 
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i48. Cor. I. E quindi se l'angolo faUo dall'as- 
se di una curva colla tangente a questa sia nullo , do- 
rrà essere 4^- = o ; e viceversa. Ma quando sra— 

dx * 

nisce P angolo fatto dalla tangente coir asse , la tan- 
gente ne diviene parallela all'asse. Dunque se in un 

ponto di una curva ne sia -y-^o , la tangente alla 

dx 

curva in quel punto dovrà essere parallela all' asse. £ 
viceversa , il punto della curva , nel quale ha luogo 

l' equazione -4^=0 ? dev* essere quello , pel quale la 

tangente condotta alla cnm è parallela all' asse del- 
le ascisse. 

§. 149. Cor. IL Ma quando la tangente di una 
curva è parallela all'asse delle ascisse, la seiniordinata 
condotta all' asse dal punto del contatto è maggiore o 
minore tanto della precedente , che della seguente se- 
miordinata, come apparisce dalle figure 3 e 4 > ed essa 
perciò ha il massimo ovvero il minimo valore. Dun- 
que affinchè la semiordinata y di una curva giunga al 

dy 

suo massimo al suo minimo valore , dev' essere o. 

§. i5o. Cor. III. £ poiché 1' ordinata y di una 
curva è una certa funzione dell' ascissa x ; l' è mani- 
festo , qhe una qualunque funzione y della variabile x 
ne giunga al suo massimo ovvero al suo minimo va- 
lore allor che ne diviene -^-=0. 

dx 



PROF. XXFL PROBL. 

i5i. Sia y una qualunque funzione della va- 
riabile x; saggiare se possa divenirne un massimo ov- 
vero un minimo, ed in quali casi ciò debba aver luogo» 
Sol. Sia y=f(x). Egli è chiaro , che se dinoti 
una quantità picciolissima , nel caso che y sia un mas- 



I 



I 



simo, debba essere non solo maggiore del valore, ctie 
- si acquista quando x ne diviene »— »,na benanche mag- 
giore del valore , che prende quando x ne diviene 
( §• *49 ) : e ne ^ caso di y minimo, debba és*- 
sere y minore tanto del primo 'di que' due valori > che 
del secondo. Ora supposto , che il primo di tali va- 
lori sia dinotato da y 9 e '1 secondo da y" ; dev* es- 
sere y'=f(x-»), ed f /f =/*(*+»). Il perchè, sviluppane 
do i secondi membri di queste due equazioni pel Teo- 
rema di Taylor, ai avrà 

J JK ^ l dx +1.2.3 

o sia 

jl dr i — *L \ *}lL 

x dx 1.2 dx* 1.2.3 1,2/0.4' d*f~ eC ' 

Ora affinchè sia ^ maggiore tanto di y* , che di- y" , 
o pure minore sì di ^' che di y" , dev' essere 

($• I 49 )^- s£ o- E quindi si ha 

a dx* a. 3 

Intanto essendo cfl una quantità picciotissima rispetto 

£d 3 y 

ad «>* , dev* essere — trascurabile per rapporto aq, 



ad»* 



. Dunque affinchè ,y sia maggiore tanto di y 9 , 
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che di y " , conviene che sia .. ■ ■ una quantità negati* 

dx* 

va : ed affinchè y sia minore tanto di /, che di v" , 
dev' essere una quantità positiva. Che se sia u- 

guale a zero tanto -~ , che ~1 , senza che svani* 

dx dar 

dPy 

sca ' j^ - y in tal caso non vi sarà nè massimo ne mi- 
nimo ; poiché la y risulta maggiore di una e minore 

d?y 

dell' altra delle due quantità y f ed y". E se ^-g sia 

éfiy X 

uguale a zero , e aia una qnantità negativa , la y t 

. . . • 
sarà un massimo ; e sarà un minimo , se — ^ sia una 

dx* 

quantità positiva : ec. . . C.B.F. 

PROP. XXF1L PROBL. 

$. l5a. Data una sfera f inscrivere in essa il 
massimo cono retto. 

Sol. Sia a il raggio (fig. 5) GA della data sfera 
ABCD , e supposto in esja inscritto il cono retto ABFD; 
sarà il centro £ della base di questo nel diametro AC 
disteso pel vertice A. Il perchè se pongasi 1' ascissa 
GE dal centro uguale 'ad x , e si dinoti con r : p il 
rapporto del raggio alla periferia di un cerchio ; do- 
vrà essere AEzza+x , e 1 rettangolo di AE in EG > 
ovvero il quadrato di EB sarà uguale ad a*— x*. Ma il 
diametro sta alla periferia di un cerchio , come il qua- 
drato del raggio alla superficie del cerchio. Dunque 

dee stare : p ; : a*— x* a ~ x ^ , che sarà uguale 

2r 

alla superficie del cerchio BFD. E quindi il volume 
del cono ABFD dovrà pareggiare I' espressióne 



p(*-*) (*M doè />(^-^+aW) ' ^ 
2r o Or * 

dinotarsi con y. Dunque nel caso atttuale dev' essere 

da; 6r ~~ 

E perciò dev* essere pure 

aa a* 

o sia — —=0 , 



i -fl. ,/a a a*"\ —a. , àa % 



-a aa 
cioè *=^- +— • 

Vale a dire , che per divenirne y un massimo ovvero 

un minimo convien che sia > o pure xzz—a. Ma 

3 

essendo -f- = ■£ r (-~%ax+a?-Zx 1 ) , dev' essere pure 
ax or * 

g^-ao-fo) ,...(,) 

e ponendo per x il fratto , si ha 

> 

P t \ P 

eh' è una quantità negativa ; e ponendo —a in luogo di x 
neir equazione (i) si ha 

^i-C-><*6»)=P_.. ^ 

eh' è una 'quantità positiva. Dunque il massimo de' coni 



ff 
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retti , che si possono inscrivere nella sfera del raggio 

a 

a f l'è quello , la cui altezza pareggia <*+ y • G.B.F. 

PROF. XXrilI. PROBI*. 

i53. Dato un punto (fi e* 6) V dentro dell? an- 
golo rettilineo ABC; fa duopo distendere per esso una 
retta APD, tal che il triangolo ÀBD sia un minimo. 

Sol. Pel dato punto P si distenda la retta PE pa- 
rallela alla BC , e dal punto D si meni la perpendico- 
lare BF sulla AB. Saranno date le PE , EB , e sarà 
pure data la ragione di BD a DF. Il perchè se pongasi 
BE=a , PE=c, EA=x, e si dinoti con min la ragione 
di BD : DF; si ha AB=af x, e pe' triangoli simili AEP, 
ABD dee stare AE : EP : : AB : BD , cioè ne' simboli 

x:c:: a+* : BD, che dev'essere uguale a E 

ci a&xS 

quindi essendo m : n come BD , o sia ■ * 1 ' a DF , si 

ha pure DF= — Ma ^ triangolo BAD adegua } 

BAXDF. Dunque dev' essere lo stesso triangolo u- 
guale ad 

/a+x\ nc(a+x) 

\ a / mx 9 

o sia all' espressione 

ne (a-fx) a 

2/71 x * 

che sr dinoti con y. E quindi dev' essere 

dy ne a* , x 

^.=— • T^-o • • • (0 i 
ax 2m x m 

cioè .r=:+a. Ma differenziando Y equazione (i) sì ot* 
tiene la seguente 



j 



I 
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d*y' ne 2 a* 



dx* "~ <xm x 



ò 



di cui il secondo membro è positivo o negativo secondo 
che per x vi si sostituisca +a o pure —a: e ponendo 
jc=— a la retta APD dee passare pel putito B , e non 
si forma il triangolo ABD. Dunque affinchè il trian- 
golo ABD sia un minimo , 1* è mestieri distendere pel 
punto P la retta PE parallela a BD , e prendere la 
A uguale ad EB. C.B.F. 

PROF. XXfX. PROBL. 



e 



$. i54* Esibire il differenziale deli aja di una 
curva, di cui ne sia data l'equazione; quello della su* 
perfide generata dalla rivoluzione di essa curva i>i- 
tomo ali 3 asse; e quello del solido generato dalla su* 
perfide della medesima rivolgendosi intorno alt asse. 

Sol. Par. I. Sia (fig. 7.) AED una curva rappor- 
tata all' asse AC, e di cui V ascissa AB si dinoti con x % 
e la corrispondente semiordinata EB con y , e sia il 
trilineo AEB uguale ad S. Intanto si prenda la BC=Aar f 
e per C si distenda la semiordinata CD. In oltre dal 
punto A si elevi ad AC la perpendicolare AK, che si 
dinoti con a, e pe' plinti K ed E si distendano le rette 
KG, EL parallele ad AC, che ne incontrino la CD nei 
punti G ed L , e si congiunga la DE. Dovrà essere 
CD^y+Ay > DL=Ay,il triangolo DLE^A^Ay, il ret- 
tangolo BOLE=yAjc, il trapezio CD£B=jÀr+|À*Af , 
il rettangolo BCGH=aAx, e'1 quadrilatero CDOEB=aS. 
Dunque il rapporto del quadrilatero BCDOE al rettan- 

AS * 

golo CGHB dev* esserne dinotato da A - ; laddove 

aax 

quello del trapezio BCDE al rettangolo CGHB ne vieu 
i. , vAxJ-fAyAr 

mno-atoda 2 . Ma a misura che il punto C 

si avvicina all' altro B il secondo rapporto si appros» 

j 



g6 

sima al primo, che di esso n'è il limite. Dunque pren- 
dendo i limiti del precedente rapporto si ha. 

^ >z=™ ; cioè ds=.ydx. 



adx a 



Par. II. In oltre , si dinoti con r:p il rapporto 
del raggio di un cerchio alia sua periferia. Dovrà es- 
sere la periferia del cerchio , che ha per raggio BE 

py 

uguale a — , quella del raggio CD uguale a 

1 T 

P^y+ky) ^ e quella del raggio HB ugnale a _2^L . 

T V 

Dunqe dev' essere la superficie del cono tronco gene- 
rato dal quadrilatero GDEB rivolgendosi intorno a BC , 

p( 3y +W(^+*>0 e 1Ia del cilindro crat0 

dal rettangolo BHGC rivolgendosi pure intorno a BG u- 
guale a Ef^fL. Ma se con G si dinoti la superficie ge- 
nerata dall' arco AE rivolgendosi intorno ad AG , de- 
v' essere AG quella , che in tal rivoluzione vien ge- 
nerata dall' arco EOD , ed al rapporto di AG a ^ a 

si approssima continuamente quello di 
pjiy+W^W) a pate_ Dunque> prendend<> 

i limiti , si avrà 

rdG pys/(dx*+dY*) m 
padx ~ padx 9 

• quindi dG= Pr^+ d r i ). 

r 

Par. III. Finalmente, si prolunghi la DE finché 
ne incontri l'asse AG della curya nel punto F, e si di- 
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tinli con V ìl volarne del solido generato dal tr iliaco 
AEB rivolgendosi intorno ad AB, e si facciano le altre 
indicazioni come sopra. Dovrà essere il cerchio del rag- 

p( y 4* Ay }* 

gio DC uguale a i-, quello del raggio EB ugua- 

te a , e r altro del raggio BH uguale a ^— . Ma 

fer esserne il triangolo DLE simile tanto al triangolo 
>CF , che ali' altro EBF, sta Ay : Axi : y+Ay ; CF,e 

» 

Ay : Ar : : y : BF. Dunque dev* essere CF= fr+ A >0 A* e 

Ay 

BF=^^; E perciò il cono generato dal triangolo DCF 
Ay 

rivolgendosi intorno a CF dev' esserne dinotato da 
p(y \-Ay)^Ax 

m * 3 Ay * quello generato dal triangolo EBF ri- 

PY^ Aod 

volgendosi intorno a BF da ■ .. % e '1 cilindro ge- 

2.'irAy 

nerato dal rettangolo BCGH rivolgendosi intorno a BC 
sarà uguale a Il perchè dev'essere il cono tronco 

generato dal trapezio CDEB rivolgendosi intorno a CB 

uguale a P^t^Jl^ , cioè a 

3p.y*AyA x+'òpyAy*Ax +pAy*àx 
z.SrAy * 

e r l rapporto di un tal cono tronco al cilindro generato 
dai rettangolo BCGH dev' esserne dinotato da 

3py*Ay Ax+3pyAy*Ax+pAy 3 Àx 

y 



'Spa*AyAx 

che si approssima continuamente ad J~- a misura che 



a 



9* 

thntimmce il A*. Ma un tal rapporto si approssima 
pure a quello di AV a ?° ^* a misura che diminuì- 

sce il Ax. Dunque prendendo i limiti di detti rapporti, 
dovrà risultarne 



i * 



— si*—-., e quindi dV=z~ ■ ..-G.B.F. 



pa*dx ^ a* 2r 



/ 



» « < 
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SAGGIO 

DI 



CAP. I. 



NOZIONI PRELIMINARI. 



§. i55. Def. I. 11 calcolo integrale è quel ramo 
dell'analisi moderna, che ha per oggetto di determi- 
nare le funzioni di una o più quantità variabili , di cui 
ne son dati i differenziali. 

$. i56. Def. II. U integrale di una formola diffe- 
renziale è quell'altra formola, che differenziala ne dà 
la proposta: e l'operazione, onde perviensi. a determi- 
nare un tale integrale , chiamasi integrazione. 

15^. Post. I. Qualora di una formola differen- 
ziale sene debba prendere l'integrale, tale operazione 

da farsi ne sarà dinotata prefiggendo la lettera^ che pro- 
nunciasi sommatorio, alla formola da integrarsi. 
Così volendo dinotare , che della formola 

ydx—xdy 

~ se ne debba prendere l'integrale , si scrìverà 



J ydx—xdy. 



§. i58. Cor. E poiché il differenziale di una qua- 
lunque funzione adegua quello delia medesima funzione 
aumentata o pur diminuita di una quantità costante 
106. ); l'è chiaro, che per dinotare generalmente 
l'integrale di una formola differenziale debbùsi ad esso 
aggiungere una quantità costante, che ne sarà general- 
mente rappresentata dalla lettera C. 

i5g, Def.llt. L'integrale di una formola differen- 



%iale si èira completo se ad esso aggiungasi un'arbilra- 
ria costante. 

j6o. Def. IV. La debita costante di un inte- 
grale è quella, il cui valore siasi determinato dalle con- 
dizioni del Problema, dal quale lo stesso intégrale i/è 
risultato. 

Esempio. Suppongasi, che in risolvendo tin Pi 



Lleraa siasi ottenuta l'equazione y = JÌLdarfC) e ciré fa- 
cendosi x=a, ne risulti ^Xrfx=2? i edy=:A. Sari A=B-j-C* 

Dunque dev'essere C=A— B; e perciò A— B è la debita 
co faille da aggiungersi all'integrale diXdx.. 

CAP. II. 

DELLE INTEGRAZIONI DE* MONOMIl DIFFERENZIALI } K D( 
A L'i UE FORMQLE , CHE NE DIPENDONO. 

PROP. 1. TEOR. 

§. i&i» Supposto che iì dinoti un qualunque nu- 
mero, che non sia — i *, l'integrale del prodotto di un* 
quantità costante per la potenza n di una variabi- 
le a e per lo differenziale dx della stessa variabile 
ei ottiene aumentando V esponente n della variabile 
di i , e dividendo f espressione , che ne risulta per 
( ìi-j-i ) dx. Cioè dovrà essere 

fL ut i § . tifi 

J (n+i)dx i)+ 1 

Che se » sia uguale a — i \ f integrale di quel pro- 
dotto sarà uguale alla quantità costante multiplicata 
pel logaritmo iperbolico della variabile* Cioè dovrà 

essere j A( ^*- s J&\ *dx=:AL.x-f-C. 



V 



Dim. La verilà della P. £arte di questo Teore- 
ma si rileva dal |.iia,e quella della seconda da ciò 
che si è dimostrato nel 109. 

§. 162. Cor. I. Duuque supposto che niuna delle 
quantità jH,a,r s » a uguale a — i,per la prima parte del 
Teorema precedente dovrà essere 

E ponendo m:=:3,a=— 3,r=-4 > 1* precedente equazione 
si traflbrwerà nella seguente 

§. i63. Cor. II. E perciò qualora vogliasi V inte- 
grale di un fratto, di cui il numeratore sia il diffe- 
renziale di una variabile , e'1 denominatore sia la varia- 
bile stessa elevata ad un esponente diverso da 1 , per 
integrare un tal fratto per mezzo della Par. I. del Teor. 
prec. sarà mestiere esibirlo sotto forma iutiera , che 
abbia negativo 1* esponente della variabile. 

164* Cor. III. Che se il differenziale della va- 
riabile si trovi multiplicato o diviso per una radice qua- 
Junque di una qualsivoglia potenza della medesima va- 
riabile ; r integrale di un tal prodotto o quoziente si 
otterrà benanche per mezzo, aella P Parte del Teo- 
rema precedente coli' esibire quel radicale sotto forma 
di grandezza , che ha 1' esponente fratto positivo o ne- 
gativo. Ed eccone di queste c0se i seguenti esempii 
Far mole da inte^rarsi^ Integrali 

f A£ = A/fc if +C= J±_ + C 



aoa . 

PROP. II. TEOR. 

i65. Se X ne dinoli una qualunque funzione 
della variabile x, dovrà essere 

f.AX*dX=J*^+C 9 e /*^£-=:AL.X+C. 
i/ n+i * X 

Dim. Queste verità si rilevano dal Teorema pre- 
cedente, 

PROP. III. TEOR. 

§. 16G. La formula Ax X dx(a+bx) f ,cA'^ // prodotto 

monomio differenziale Ax dx /w /a potenza § 
del binomio lineare a+bx , /' è sempre integrabile t 
purché sia un numero intiero positivo V uno de 9 due 
esponenti % .e x. 

Dim. Cas. I. Poiché se f ne dinoti un numero in- 

ticro positivo , il prodotto di Ax dx per h potenza i 
del binomio a+bx dovrà contenere it.uumero f-f-i di 
termini , di cui ciascuno dev' essere della forma px n dx % 
che può integrarsi pel §. i6t. E quindi fa somma de- 
gl'integrali di tutti que^termini aggiunta ad una quan- 
tità costante sarà l'integrale completo della proposta 
forinola. 

Cas. II. Che se poi sia x un numero intiero po- 
sitivo ed g un fratto positivo o negativo , o anche un 
numero intiero negativo ; ponendo la nuova variabile y 

Uguale ad a±bx , dovrà risultarne ?UI^x, ^dx % 

b b 

^-~~^ K 5=a? X , ed y*=z(a+bx)*. E quindi si avrà 



Ax K dx^a+bxy^A(j^^ K ^ Y % * 



2& 

cioè Ax^dxfa+bx^zz—^j-, ydy(y^a)\ 

Ma , per esserne x un numerò intiero positivo, il se-» 
condo membro di quest'ultima equazione si può -inte- 
grare pel Cas. I. Dùnque se in tale integrale si pon- 
ga a+bx in luogo di y , si avrà quella finzione dia?, 
il cui diifcreiiziale pareggia la proposta forra ola. C.B.D. 

167. Qor.JE quindi se \ sia zero , ed 1 un qua- 
lunque numero , sarà sempre integrabile la formo la 

Adx(a-i-bx)*. 

Esempia. Esibire t integrale delia formqla 

Ax*dx(a-.6x) V 
Si ponga a-bxzui. Dovrà essere 

« 

Dunque dev* essere 



6 



k**dx(a-bx) = — -j- — 
cioè N Ax*Jg(q-fo:)- ? =,"y u~*du 

♦ * * 

Ma V integrale del secondo timbro di quest v ultima 
equazione adegua ( §• 161. ) 

~3A<i«/* ? *6A<rt<* 3AJ 



b 3 + 4Ò 3 ~ 7Ó» 
che ridùcest a 



3Aa\a--òx) 1 , 3Ao(a-*)* 3A(a-6y) T , 



qualora vi sV sostituisca a-bx in luogo di n. Dunque 
guest' ultima espressióne de*' essere 1 integrale di 

• . j Ax*dr(o~bx) 1 . 

* » 

PROP. ir. TEOR. 

$. 168. Il fratto gtnmno r ^——^ )n . 

sarà integrabile pel Teorema precèdente , se sieno 
reali i fattori del trinomio x a -j-2ax-j-c*« 

Dim. Poiché se con p e q si dinotino le due ra- 
dici reali dell' equazione x' À +%ax+&xiò % dev' essere 
{3?<jr2ax-\-c*) n =(x— p} n (x— q) n ; e quindi il fratto propo- 
sto potrà esibirsi sotto la seguente forma 

(A+Bxj-Cx\...f?**)dx < 

che potrà risoM^i i* 1 parziali ( 83} dellè seguenti 
forme 

Mdx Wdx Nrfr Wdx 

ec. 



ciascuna delle quali è della forma A<fo(<i+&r) < , ove 9 
è un numero iatieró negativo ^ e perciò, esse si po- 
tranno integrare pel prec. Dunque la gomma degli 
integrali di dette frazioni dee .pareggiare T integrale 
della frazione proposta» C. A. D; ' 

%, ìGq. ^co/vSe la fratone . V \ ■ — « , - ■ -r ' 

sia spuria , il che si rileva dall* essere r non minore 
di 2"; in tal cflso'essa potrà risolversi' nella somma 
di nn' espressione intiera della forma 
(Ji f +Jì'x-{.cc.+P'x'*~~* n> )dx , e di un fratto genuino del-» 
la torma esibita nel Teorema precedente. Il perchè 



essendo integrabile 1* espressione (A'-fB'jc-f-C . . , 
fPV pel J. i£i , e '1 fratto geni 



genuino pel Teo« 



io5 

rema precedente ; la somma de' due integrali dovrà 
essere quella del fratto spurio proposto. 

Esempio. Fogliasi i' integrai* , del fratto spurio 

(a-3x a +4x 3 +3x 5 )dx v . . r 4t ' / . . . ' 
j-z-r* s-r^ — , ai cui i fattori del denominatore 

sono *rf (xfS) 1 . 

^ > Si divida il polinòmio 3jt 5 f 4 1 ^--3j: , +a perxfy:4* 5 » 
1 2 , * eli' è il quadrato di **J-w— o. Sì avrà 
3or— 13 per quoto , e. 5&x 3 fgx*r-i']ix+iio per residuo.. 
Dupqpe Jl- proposto fratta spurio dee pareggiare il 
prodotto di dx per t . , 

Ma il fratto ' J^Z — J J risoluto nelle ftpe 

. , . .... .. .(x:-i)»(x+3)«. ; • _ 

pariiair trovasi uguale a . t 



9 455^934 



Dunque dev* essere 

(3-3^4**+ 3*fe - . , 3<fr , 

Ma sonò integrabili per le cose precedenti i termini 
del secondo membro di quest'ultima equazione. Dnn- 
que la somma degl'integrali di essi dev'essere l'inte- 
grale della proposta fraziona 



io6 

cap. ni. ; 

obli/ mTKOBAzions dbu.* aosziom iuhojmu 

ALGBBIUCHB FBATTB. 

PROP. V. TEOR. 
§. 170. V integrale del fratto ..j£y F 01 "*»?'" 

( • • • 

Are. tang. x, pwo »ei cerchio del raggio 1. ; 

Dim. La venia di questa Prop. si i(H«Ya k da quan- 
to si è esposto nel ^.118. 

adx 11 
171. Cor. Essendo j uguale ad — ^ 



; ponendo z=jrl/^l , si avrà dtxzdxy 

m 1». 



, e *1 fratto proposto si ridurrà ad — 
JÌL-, il qui integrale paréggi* -~ . Are. Uftg. *. 

1+2* *.~ V/7MI 

Dunque dev* essere 

f adx = -4iArc. tang. x\/J + C 

di 

173. L'integrazione del f™ 110 ' ì^jiy * °** 
t è un numero intiero maggiore di i , dipende da 

quella delt altro T^y-, * l che M P rim ° * P ' Ù 
semplice. 




Dim. Suppongasi esserne 

f dx - A t B * -uf C<fe (I) 

Egli è chiaro, che differenziando ambi i membri di. 
questa equazione, debba risultarne 

dx _ (l4-^ ,w 'Bf/^(i>r-^)(A+Ba?)j?<fcr(l>fx , ) r -- * 

' i ' . ' Cdx 

o sia ■ > ■ . . 

dx ^ ( iJ t x*)ftdx-{zr-o){k+&x)xdx Cefo, 

(i+^) r-T ^ (ito: 34 /- ~ ' 

' • ' . dx . 

e dividendo l'uno e F altro membro per ■ ■ . > si 

avrà i=B+ffxV2Arjc+2Ax-2Bra: a +2Rr a fCfC»r 3 . 

E pareggiando i ebefficifenti determini analoghi ♦ ne 
dovranno risultare le tre seguenti equazioni ; cioè 

B+C=i , -3AH-2A=o , B- 2 Brf aB-f C=o ; 
dalle quali si Iia 3 
Asso', B~ , e . C= — r— . 

Dunque se nell'equazione (i) si sostituiscano questi 
valori di A, B, G, si ottiene la segueute 

* » 

/■ dx x nr—Z r dx N 
- .=r — l<- — ■ / — . - . ... (a) ; 
{L+x*) r {2r-*)(i+x*) r ,T ar~2J (if^) r — 1 v J 

dalla quale si rileva, che T. integrazione del fratto 

dx dx 
dipende da quella dell'altro — :— 7^ri> c ' ,e 

è più semplice di esso. C- B. D. 



I 



PROP. VII. TEOR. 

t 

dx 

%. 173. V integrale del fratto , * adegua 
la seguente espressione 

a.3.5.... 3 r-3 j ArC>tang ^4 (7^+3^1(1^ 
2.4.6.. ..2r_2l t 2. 4.6.. ..2r-4 _x__l +c 

V + • • ' - + 375.7....2r-3 - ( if xy-' ) ^ 9 

nella quale Varco , che ha per tangente la varia- 
bile x , è preso nel cerchio , che ha per raggio T 

unità. ... 

dx 

2?im. E poiché pel 170 l'integrale di ■— ^ 

pareggia Àrc.tang.x , e polendo 3 per r nell* equa- 
zione (a) dei prec. si ha 

dev'essere pure 

— — — =I« f Aix.tang.jrh — f~\ . . • . (1) 
(I+**) 1 2 V b if^^ 

Ma ponendo 3 in luogo di r in ciascun membro del- 
l'equazione ((3)5.172), si ha 

(1+*») 3 s 4 ( i + ?7 (*+**)* * 
Dunque se in quest'ultima equazione si sostituisca il 

valore di /*- — ottenuto nell'equazione (i)» dee 

risultarne 



/rfjf 1.3 / A X \ I x 

^Arc.tang..r + - 7F ~) +7 — 



^ 



© sia 

/dx 1.3/ A x 2 x \ 

( H^?^r 4 ( Arc - tanx - f 7p + 3 tt+?f)-w- 

Ma ponendo f 4 in .luogo di r nell'equazione (2) del 
Teorema precedente, si ha 

ydx 1 f x 5 r dx 

Dunque se in quest' ultima 'equazione si ponga il va r 

dx 

/- dx 1.3.5/.. , x a x x 



^3 tratto dall'equazione (2), si ottiene 



+ 6 Tf^ 5 ] 8 

o sia 



(i+x")4= 



1.3.5.. , x a x a. 4 * "\ 

^(Arc.tan.a*— +-._+_ . . 

Ideilo stésso modo si dovrà procedere per gli altri 
casi. C. B. D. 

• ► odx 
173. Cor. E poiché il fratto ^ — pareg- 

€B dv 

già il prodotto di — : per > q uell ° di 

m dev'essere l'integrale di quel, 




V m / 



fratto uguale a quello di quest* ultimo prodotto. Ma 



1 



n 



r integrale di quest'ultimo prodotto pareggia - 

multiplicalo per ciò che ne diviene t' intégrale th 

dX \ <• fi '7*) P oneDdovi X V— in luog0 di . ** 
(i-f-x ) m 

.Dunque il fratto ,^J } r è integr abile- pel Teorema 

precedente . 

PROF. niL TEOR. 
175. Se m «* numero maggiore di t, 

<?cf r un numero intiero; il fratto ^ 2ax+m ^r *' 
renderà integrabile, se pongasi la nuova variabile 



x— a 



v uguale ad - . » 

Dim. Essendo p= - f liberando dal fratto 

3ueslH equazione, si avrà averti— izzx-a , ed clevan- 
o a quadrato l'uno e l'altro membro % dovrà risul- 
tarne c?mv % — a*v % —x*—2ax' 3 ca % , 
ed a*/nv 2 — aV a -b 2 =:r 2 ~ 2a:r, 

ad aggiungendo /wa 2 ad ambi i membri > dovrà e- 

mergerne 

a 3 //j f 2 — a* *> 2 — a 2 -J-/7i a'^x 2 -^ ax-\~m a% 
cioè (a 1 /n—o , ){ i-f-f^Js**— aaarjvna* 
ed (a^-a^'X i+^ r =(a: 2 -2axf /7ia 2 ) r . 

Ma dall' equazione av^m— i=fc~-a si ka 
adv>/ 'm—i^dx f ed av>/m—i+azzx. 



Ili 

ir** (A+Bx)dx \ . 

Dunque se nel fratto 7— / — aTr , si sostituisca- 

4 (x É —2àx-fmar) r 

no 1 valori di dar, e di (*?—2ax+ma*) r , ne do- 
vrà risultare 

(Aftoxyix (A|B a( ;v^^i+Ba)arfc/v^^ir 

o sia . 

(A^BaQdr AfBg 

B (— ar+2VA> ' y 



quando r h maggiore di 1. Che se r sia uguale ad 1 
si avrà 

(A+Barjdr A-f-Ba du B aptfo 

Ma nel primo caso il fratto % y si può integra- 
re pel §. 173, e l'altro - ar + 2 )^ jj a p er integrale 
-, come si rileva dal i65 : e nel secondo 



w - — I 

caso 1* integrale di pareggia Are. tang. e , e 

&pdv 

quello di — , (J.i65) 'adegua L(i-f-V a ). Dunque la 
proposta forinola è sempre integrabile. C. B. D. 
Esempio. Fogliasi integrare il f™ a *Q c il m2x j gji ■ 



\ 
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Qui il trinomio x*— zax+ma*. n' e dinotato da 
ar 1 — 2x+5 , ed r da a. Dunque dev'essere aa=a , ed 
a=i : ma % =m.i % =5 } ed m=5. 11 perchè dev* essere 

ni—i=r4 9 ey/rn-i — 4=2. £ quindi dovendo farsi 



v= — 7 ; dovrà essere nel caso presente?» 

Dunque dev'essere atcrar-i , 4*' a '= JC *— 3x-[-i > 
4^4=^-3x4-5, (4^+4) a =i6(i+^) 1 =(^-2jr+5) , > 
«w-fiirx, e o>dv—dx. E quindi si ottiene 

(x»-axf 5> = T6(i+v 1 ) 1 = 8 # (i+p*) 1 ~ §T • (If?/ 
e 

y> (2— 5xVx 11/ f/ x 

X— I 

e ponendo * — in luogo di f, si Uà 

/• (2-3x)</x 1 1 / x-i ax-2 \ 

(x^2x+5)*-""8 • 7 C Arc - lan 6- — + ^. sr+5 j 

3 

+ a(x a -3*t5) +C " 

M 

S« 176. Cor. Se il fratto genuino ^ si risolva 

nelle sue parziali ; ciascuna di queste dovrà avere 
( SS- 81 , 82 , 83 , 84 , 85 ) una delle seguenti forme 

A A A+B* A+Bx . 

i (x-a) n r x*-2ax+ma* » 6 («"-aaxf/wa 1 )** 



perchè il fratto sarà uguale alla somma di fra- 



n3 

zioni , ciascuna delle quali avrà una delle seguenti 

Ada: Adx (A+Bx)dx (A+Bx)dx 
forme > (x- a ) n } x*-2ax+ma* 1 </ t r-f-wa*) /t 

Ma ciascuno di tali fratti è integrabile per le cose 
finora esposte. Dunque dev* essere integrabile il fiat- 

Mdx 

lo genuino 

CAP. IV. 

DELLE INTEGRAZIONI PI TALUNE FUNZIONI IRRAZIONALI; 

PROP. IX. TEOR. 

177. Se il numero m sia divisibile per Val- 
tra n, V espressione Ax m , dx(a+bx' l )J si renderà 

integrabile ponendo la+bx^rzu^. 

Dim. Essendo a+bx n szu . . . 

, , » » — a 

de? essere x n ~ — - — ... (2). 

b v ' 

E quindi elevando ambi i membri dell'equazione {i J 
alla potenza £ , ed alla potenza 2 quelli dell' equa- 
zione (a) , si ayrà 

(a+6x*fc=u . . . (3) , 



m 



ed 



° n 



É prendendo i differenziali dell'uno e dell'altro raem- 

8 



n4 . i. 

bro di quest' ultima equazione , ne dovrà risultare 

v ^r* (j-'f^ . • • (4)- 



mx 



nò? 



n 



\ 



11 perchè se moltiplicatisi tra loro i primi membri 
dell' equazioni (4) e (3), ed i secondi tra loro, e 
poi ciascuno dei due prodotti , che si oiteugono , si 

multiplichi per - , si avrà 



m 



m-i / _ P AQU ciuf 



m 

nbn 



Ma per le precedenti verità è integrabile il secondo 

membro di quest'ultima equazione, quando è un 

numero intiero. Dunque la proposta forinola coli' in- 
dicala sostituzione è integrabile, qualora il numero 
m e divisibile per l'altro n. C. B. D. 

178. Cor. Dall' ultima equazione del pre- 

cedente si rileva, che qualora 1 e un numero m- 

tiero , Y espressone Ax dx(a+bx n )q si pòssa sem- 
pre integrare, qualunque sieno i segni degli espo- 

p 

nenti m , n e — • . 

q 

Esempio. Fogliasi P integrale delt espressione 

5xVx(2-4x 3 )I. 

Qui l'è m-i=2 , /j=3, p=i , e 7=2. Dunque 

essendo — uguale al numero intiero 1 ; dee farsi 
n 

E quindi si ha , Zx>dx=~— r- , e 



/ 



\ 



su'srif. 11 perchè dev'essere 

, « f 5 u*dn 
5x*dx(2-/\X*) ^- . 



3 ' 



Ma T è i* 3 =(2— 4^ 3 ) 3 - Dunque dev* essere 
/" >a*/x(2-4*V ( 2 -4* 3 f +C. 

•/ I Q 

P/ZOP. X. TEOR. 

$.179. Se V aggregalo delle frazioni™ , e ^ 

faccia un numero intiero ; F espressione 

m — 1 p 
Ax dx (a-fl>x rt )q si renderà integrabile ponendo 

Dim. E poiché Tè a+bx n =x n i . . . (1), 
dev* essere — ^7 . . • (a) • 

m 
°n 

ed a? m =' • • (3) 

<•*-*)= 

Or sé il valore di x n dell' equazione^) si ponga nel 
secondo membro dell'equazione (1) , e si diflcrenzii- 
ambi i membri dell equazione (5) ^ ne debbono 
risultare le seguenti equazioni ; cioè 

. _ azf 



nG 

- 1—1 dt 

e mx ax—— — - • m+ 
Ma dall' equazione (4) si ha 

' (a+bx*)'' = / C 6 ) 

e roultiplìcando tra loro i primi membri dell'equa- 
zioni (5) e (6), ed i secondi tra loro , si ottiene 



Dunque dev' essere 

A« . = " ^1^! 

Ma il secondo membro di quest' ultima equazione * 
integrabile (%. 176 );, dunquè dev'esserlo anche U 

primo. C. B. D. . • 

. 180. Cur. Dunque qualunque sieoo 1 segu 

degli esponenti m , n , e £ , P espressione 

A*"~" si P olrà sem P re inte g rare 'P urchè 
—4.— sia un numero intiero. 

Esempio. Trasformare la forinola 4x'dx(2+3x) 
in «n'aera integrabile per le verità precedenti. 
Essejado nella data formola differewiale w-i— » 



m v\ 5 



p=l , e g=2 , sarà a. II P el " 

cliè essa si trasformerà in un'altra integrabile ponendo 

Ma da questa equazione si ha , x % z -gr^ 1 



e quindi 2+3**=*V=- t — 3 « Dunque dev' essere 

( 3 +3**) a = — — • • • - (0 
In oltre , essendo ^=^3 J sarà ele v ando ciascun 



membro alla potenza — , e differenziando 



?>x % dxzz 



' 9 

li 



(*«-3)> 

4^=—^ • • • w 

E multiplicando il primo membro pel primo mem- 
bro j e'i secondo, pel secondo delle due equazioni 

(1) e (3), la proposta formola 4*V*(H-3**)* si ve- 

dia ridotta alla seguente ^ 3 , eh* è integrabile 
pel 176. 

PROF. XI. TEOR. 

§. 181. Supposto che X ne dinoti una qualun- 
que funzione algebrica razionale della variabile xj 
la formola Xdxv?(ax a +bx+c) sarà sempre integrabile. 

Dim. Cas. I. Suppongasi in primo lupgo , che 
il trinomfQ aoc*+bx+c sia risolvibile ne* fattori reali 



n8 

axfm , ed , e si ponga 

{ax+m){x+v)-(ax+mfz*. . . (i). 

Sarà, dividendo per ax+rn l'uno, e V altro membro 
di questa equazio ne , 

ri— mz 1 , 
ed — » — - • • • \ 2 ) • 

Il perchè se nel secondo membrò dell* equazione (l) 
si sostituisca il valore di x ottenuto in quest' ultima 
equazione , si avrà 

o sia (^+ m X x + n >(^Z^) *i 
e quindi v/((aH-ro)(xf/7))=^ 

1 OZ —I 

Ma differenziando ambi i membri dell 1 equazione (a) 

2mzdz—2anzdz 

si ha dx- — j — ~ .... (4) 

(az-i) 31 , 

e ponendo in X il fratto — ^ — - in luogo di x (E- 

quaz. (2) ) si ottiene una funzione algebrica raziona- 
le della variabile z. Dunque nel caso che i fattori 
del trinomio ax*-\-bx+c sieiio reali, coli' indicata so- 
stituzione la proposta forinola si riduce ad un'espres- 
sione differenziale algebrica razionale della z , la qua- 
le si potrà integrare per le verità precedenti. 

Cas. II. Che se poi sieno immaginari i fattori 
del trinomio ax^bx-^c , si ponga un tal trinomio u- 
guale al quadrato di x<jT~\*z^~\ cioè si ponga 

ax* ]-bx+ cizax*^ 2 zx*/£T-faz*. 

Dovrà essere 



bx { C*2ZX\/ oc +cz* , 



U9 



1 V A— IZk/oc ' 



ed •■ • • (0 

E quindi ne dovrà risultare 

CZ*>/a —Cs/a 
b—2Zs/ ac 

-CZ*s/a + ÒZy/7 -Cs/g 

cioè v(ax *fbx±c)- r • . 

, , 6-2 Zs/ac 

Ma differenziando ambi i membri dell'equazione (ì) 
si ha 

, abrzrf*— 2cz % dzs/w~*cdz\/ac 
ax— : — , ■ , 



(b-2Z\Zac)' 



cz 2 —c 



e ponendo ~ — in luogo di x in X, questa si 

b-2Z\/ac 

trasforma iii una funzione algebrica razionale di z. 
Dunque nel caso che i fattori del trinomio ax*-\-bx\c 
sieno immaginarti , la proposta formola coli' indicata 
sostituzione si trasforma in una funzione differenziale 
algebrica razionale di z y la quale si potrà perciò in- 
tegrare per mezzo delle verità finora esposte. C.B.D. 

§. 182. Cor. Con una delle due sostituzioni in- 
dicate ne' due casi della Prop. prec: si potrà trasfor- 
mare in una formola integrabile l'espressione 
» ... 

purché sia X una funzione algebrica 



\/{ax*+bx±c) 
razionale di x. 

Esempio. Trasformare V espressione 

dxv^(3x*-f ax-j-g) 



x* 



in una formala integrabile. 

Essendo immaginarli i faltori del trinomio 5x*+2xfg 9 



130 

la proposta formerà si trasformerà in un'altra inte- 
grabile per mezzo del Gas. II della Prop. prec. On- 
ci' essendo a=3 , c=9, e quindi >/r=3; dee farsi 

3x*+2x+g=(x\/s +3*)* 
cioè 3^+3^9=3^+6**^3* +9** 

Il perchè dev'essere 

ed j»£ — 7^ — . 
Dunque dev'essere pure 

i (6«v^r -a)* 

^ (9-9*') a ' 

, -54« *<7*/r +36z<fe-54<fc >/ r 
e uxzz i ■ _____ 

E quindi dev 1 essere il prodotto de* primi membri di 
queste tre ultime equazioni uguale a quello de' se- 
condi ; cioè 

dx v^(3a^+2^9) 
„ ^ = . 

( Qs/T+gz Vr -6s)(6zs/r -sW^s'rfzy/s +36z < fe-54<W3} 
o sia 

d*>/(3* »+3sf 9) ( 9v/r f pz yr -6z)(^54g a &y/3 +36*<k-54<fej 

> ~ 3.9 a (i-2) a (32w/r -i) 

_ (3</if +3*\/3 -^(-S^d*/? + 3sds-3cfcv'3 ) 
= 3(i-z*)\Zz\/ò -1) 

Ma il secondo membro di quest' ultima equazione è 
integrabile (V 176); dunque dev'essere integrabile 
benanche il pi imo. 
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PROP. XII. TEOR. 

§. i83. Se IL ne dinoti una qualunque funzio- 
ne algebrica razionale di x ; la formola 

Xdx ( ^^x # * renderà integrabile se in luogo di 

a "^ x - si ponga la nuova variabile u elevata alla 
m+nx 

potenza q. 

_ , q a+bx 
Dim. Essendo u s ■ , ■ . . . (i) , 

Hrf/iX 

sarà la poteilza ~ del primo membro uguale alla po- 

i 9 

lenza £ del secondo membro ; cioè 
9 

u =KZ+^h «• . 

Ma dall' equazióne (i) fci ha 



q 

a—mu 
X— ■ — • • • • \3) • 



nu q —b 

du 

e quindi dxn(bmq—anq) . . . (4), 

(nu-bf 

od è poi una funzione algebrica razionale di u quel- 
V espressione , che si ottiene ponendo in X il secon- 
do membro dell' equazione (3) in Juogo di x. Dun- 
que se questa funzione di u si multi plichi pel prò- 
dotto dei secondi membri dell 1 equazioni (2) e (4) > 
si avrà per prodotto una funzione razionale di u mol- 
tiplicata per du , ]a quale sarà uguale alla proposta 



%22 



formola Xdx[ ^^ jy. Ma la prima di queste due 

espressioni è integrabile per le verità precedenti. 
Dunque dev* essere integrabile benanche la seconda , 
eh' è la proposta. C. B. D. 

PROP. XIII. TBOR. 

§. 184. Supposto che 2 sia un numero intie- 
ri 

ro\ la formola x*~ l <Ix Q^*" ) 7 

si trasformerà in 

un'altra, che sarà integrabile, se in essa si pon- 
ga la nuova variabile s elevata aita potenza t in 

t"<>go di 7" 

PTqx 

Dim. Essendo sg # . . (1) 

sarà, elevando ciascun membro alla potenza 

(2*^=/. . (a) 

Ma dall'equazione (1) si ha. 



qz-b 



t m 



e quandi x m =(?lP±\" , 

qz —b' 



t m ■ .1 



ed ^"-"(fa^teV"! ^-^ (3) 



\ 



ìa3 

Dunque dev'essere il' prodotto de' primi hi e m bri del- 
T equazioni (2) e (3) uguale a quello dei secondi: 
esprimo prodotto diviso per m ugnale al secondo 
diviso per m\ cioè 



t , - r . 1 m <t 



dz 



Ma per esserne 2 un numero intiero è integrabile 

il secondo membro di quest' ultima equazione. Dun- 
que dev' essere integrabile benanche il primo.C.B.D. 
r ; §. i65. Seal. Oltre alle /or mole differenziali al- 
gebriche ed irrazionali, che si riducono a qqelle, le 
quali in questo Capo si son trasformate in altre di 
integrabil forma, si riducono benanche a razionali le 
seguenti due frazioni 

m i 

dx(a+bx)~ zt q l dz 



n' r * e 



se nella prima di esse pongasi ufi in luogo dt 
ed ia luogo di z nella seco Ada. 



CAP. V. 

\ . . . 



DELLE INTEGRAZIONI DI ALCUNE FORMOLI! , 
CHE CONTENGONO QUANTITÀ* CIRCOLARI. 

PROF. XIV. TEOIL 

J. 186. Postò che il raggio trigonometrico sia 

uguale ad 1 ; V integrale del fratto -~- pareggia 

sen« 

1 -r /i— "COS«\ fc d« 

7* L ( -— — 1 , e quello delr altro fratto ade- 

3 wfeos*/ * cos ^ 



gua i L Vil3tfr 

2 \1— Seiiflt' 



ia4 

Dim. Par. I. Si moltiplichi per sen« tanto il 

d& 

numeratore, che il denominatore del fratto — . 

1 sen* 

Dovrà risultarne 

dot detSetì* d* AeSen* 

= r— , ovvero = ■ • 

seri* sen** sen« 1— cor» 



Ma ponendo cos«=ur, si ha cos**»*, e «fcsenaa 
Dunque dev* essere 



sen« i— x* 9 



e risolvendo in parziali il fratto , eh' è nel secondo 
membro di quest'ultima equazione, si ha 

d« dx dx 



seni"""" "~ a(i-x) ' 

U perchè dev'essere 

dt 

sen* 

cioè 



•/ sen« a * ' ' 1 3 v 7 



J sen* 2 Vifar/ a \ i+cos* / 
Par. II. In oltre , si multi plichi per cos* tanto 

il numeratore > che il denominatore del fratto • 
Si avrà 

dot daCOS* d«COS* 

cosa cos** *" i— sen J * 

Ma ponendo sen«=*j si ha sen^r* 1 , e d*coB.*ste' 
Dunque dev'essere 

dm dx 

e 5 • 

COS* I-** 

E risolvendo in parziali il fratto , ch'è nel secondò 
membro di quest 9 ultima equazione , si ha 



/ 

i 
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da dx dx 



CO?*""" T a(l-Jc) 

Il perchè dev' essere 

/da i i 
Tosi *Z h if^s M-). 

cioè f*. = i. L C—W~ L (' +S '°')..C.B.D. 

./ COS* 3 M— X / 3 \ I— SCI)* / 

^ PflOP. X^. TEOR. 

187. Posto che il raggio trigonometrico sia 
uguale ad 1 ; ciascuno de' fratti 

m 

d« seri* fa 

e 



COirti — — m n 

Silice C05* 



si trasforma in un 9 espressione integrabile , se pon- 
gasi i-cosV^i^-cos*)** 1 . 

Dim. Essendo 1— cos.**=(if cof*>V, dividendo 
per i+cos* si ha 1— co^c^-fa^cos*; e quindi 

~ co **~i+? % •••(*)» 

e differenziando ambi i membri di quesl* ultima e- 
quazione, ne rlsulla 

^« seD *- ^J^ a . . ♦ (a). 
Ma dall' equazione (1) si ha 



-71 /i-x*\* , /i-a^v* Ax* 

COS.* = f ■■■ ■ ) , I- COS**= I -( — r— 1 ^—Z—r ; 

... ax m— 1 (a*)™""" 1 

e quindi sen*=— a , e sen* = • 

Dunque ^ sostituendo, dev'essere 



ia6 



m 



sei?* cos 



cioè 



d« _ 4x(iìx à ) m t n -' ì Jx] 

Ma gl'integrali de' secondi membri di queste due ul- 
time equazioni si possono fàcilmente ottenere 176) 
Dunque se in tali integrali in luogo di x si ponga 

V^("i^cos~) ' otterranno gl'integrali delle date 
espressioni. C. B. D. 

PROP. XVL TEOR. 

188. L'espressione Ad<?sen*(af bco^)* si ri- 
duce in una forinola integrabile , se pongasi x in 

luogo di cos. 9. 

Dim. In fatti , ponendo cosqrar , si ba <tysen?= 
~dx , a+£cos<p=a+&r , ed (Q-\-bcosQ) n =(a+bx) n . 11 
perchè 1' espressione. kdQsen$(a+bcos<p) n si trasforma 
,in -Adx(a+bx) n , eh' è sempre integrabile qualunque 
sia il numero /j ( 167. ) C. B. D. 

%. 189. Cor. f: Sia 0=0, e Dovrà essere 

Àd(psen9(a+Acos9) 7l = Adf^sen^cos?' 1 , - qualunque sia il 
numero n , e ponendo x in luogo di cos$ , si avrà 
A*fysen9cos9*=s-~ A x^dx , il cui integrale , nel caso di 

n diverso da -1 , pareggia , e quando n e 

n+i 



uguale a -i, lo stesso integrale adegua —AL. or. 
Dunque ponendo in ciascuno di questi integrali cosi? 
per x , si ha 

Z* Acos< P m 

/ Aetysenqjcos^ H- , 

quando n è diverso da — i : e quando n pareggia 
~i , si ha 

/ cos9 

§. 190. Cor. II. Sia l'arco 9 ugu ale a 90°-* ; 
dev'essere dy~—d* ,.sen9=cos* , e cos<p ^sen** . E 
quindi la forinola AJ*co*«sen« si trasforma nell J al- 
tra —Afifyseiiqjcos^ 1 ; il cui integrale 'nel caso di «di- 

— n t' 

verso da -1 ( %. 188 ) , pareggia AC0S * + C ; e 

»+l ; 

nel caso di n uguale a — 1 , lo stesso integrale a,- 
degua AL.cosq>-f-C. Dunque ponendo in questi due 
integrali sen* in luogo di cos<p , dev' essere 

_ Asen* 
j Adkcos«s(*n* n 5= T^^j" +C , 

/Ackcos* ir , n 
— =AL.senaTU. » 
sen* 

101. Cor. III. Essendo /"«^— ^« AL.sen*, 
J ^ • ./ sena J 



— = — AL. cosa ; dev essere 

COSA * 

/Ac?*cos* ' yAéfesen* 

sen* «/ 



sen « *f cos« 

/A<f*cosV-f A*/*sen a * . _ * » - 

■ t ss AL.seri4~AIi.eos*, 
sen*cos« 



X 
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cioè 



f Kd * = ÀL.tang,*f C. 
J senacos* 



PROP. XFIL TEOR. 



§. 192. Posto il raggio trigonometrico uguale 

Adì 

ad 1 • la forinola . , ■■ «* trasforma in anfratto 
9 a-fbcos<p 

algebrico razionale , « quindi , « jwd integrare , 
pongasi sen*9=(i+co6p) a x*. 

Dijn. E poiché sen 1 * pareggia i-cos*9 , ed 
i-cos*9 adegua (ifcos<p)(i-cos9) ; dev'essere pure 

(i+cos9)(i-cosq))=(i+cos9)V , 
ed i-cos9=x a +a: a cos9. 
Il perchè dev'essere 

C0S9 ~I^ • • • (0 » 

—Axdx 

e "^ sen?= (T+?7 • " * (2) ' 

Ma per esserne cosfor , l'è pure 

Dunque dev' essere 

3xd<p Axdx . 2<2tf 
■■ gg — ■■ e «te: 

£ quindi ponendo nella proposta forinola i valori di 
J9 e cos9 poc' anzi ottenuti , si ha 



\ 
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a+ócosq> ~ afax*+ó-6* a 

a+ - — 

una funzione razionale , e perciò integrabile. 
G. B« D. 



PROF. XFIII. TEOR. 

%. 193. Posto che il raggio trigonometrico sia 

» j * * (c+e cos$>)cto 

uguale ad 1 ; to formola ~ \ _ /, trasformasi 
(a+bcos<p)* J 

i/2 b/i' a/ira integrabile , pongasi 

I— C0S*9=:(l— C0S <p) V. 

Dim. E poiché 1— cos*9 pareggia(i—cos$)(ifcos9); 
dev' essere pure 

(1— cos$)(i+cos9)=(i-cos$) 2 ;r* , 

ed i+cos9=x*— o? a cosp. 

Il perchè dev' essere 



cbs Hi?qrI (l) »• 



.// «4 

e «puri. sen^^-^^J = _. . . (fl) 

Ma dall' equazione (1) si ha 

Axdx 

- d * sen * = &+I? • • • (3) . " 

e dividendo il primo membro di quest'ultima equa- 
zione pel primo membro dell' equazione (2) , e '1 se- 
condo pel secondo , e multiplicando per — 1 ciascuno 
de' quozienti , si ottiene 

9 



4r 
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Dunque se nella proposta forinola si sostituiscano i 
valori di cos? e d$ ottenuti nell 1 equazioni (1) , e 
(4) , si avrà 

j f ea?-*e^ adx 

Ma il secondo membro di craest' ultima equazione è 
integrabile pe' W. 169 e 170. Dunque dev essere in- 
tegrabile benanche il primo. C. B. D. 

CAP. VI. 

DELL* INTEGRAZIONE PER PARTf. 

PROP. XIX. TEGR. 

$. 194* L 9 integrale del prodotto di una fan- 
zione X di una variabile x pel differenziale di un' 
altra funzione Y della stessa variabile pareggia U 
prodotto di dette funzioni v diminuito de IP integrale 
del prodotto, che si ottiene multiplicando la seconda 
funzione pel differenziale della prima* Cioè dev'es- 
sere /*.XdY=XY-/:YdX. 

Dim. In fatti essendo ( §. no.) 

D.XYsX^fYfYrfX , 

dev'essere pare 

XiY=D.XY-YrfX ; 
e quindi /X<*Y=XY-/.Y<iX. . . : . C. B. D. 
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§. 195. Cor. Dunque se una formala differenzia- 
le X</Y , che non possa integrarsi per le verità pre- 
cedenti , si risolva in due fattori X e dY -, 'dei qua- 
, li il primo X sia una funzione di una quantità va- 
riabile , e l' altro dY sia un esatto differenziale di 
un' altra funzione della medesima variabile ; T inte- 
grabilità di quella t'orinola differenziale dipenderà da 
quella del prodotto della seconda funzione Y pel dif- 
ferenziale JX della prima. Il perchè se un tal pro- 
dotto sia integrabile, o si risolva in due fattori X f 
e <n 9 , che abbiano le condizioni di quelli, ne'quali 
si è risoluta la formola proposta , e così si proceda in 
seguito , fino a che si pervenga ad una formola , eh' 
è integrabile per le verità precedenti , o che per in- 
tegrarsi dee svolgersi in serie , la quale vuol essere 
convergente , si perverrà finalmente ad ottenere l' in* 
tegrale della proposta formola , che in tal caso si dirà 
integrata per parti. 

PROF. XX. TEOR. 

196. Posto che n ne dinoti un qualunque 
numero diverso da — 1; V intégrale di x n dxL.x pa- 

n *'Lx x^ 1 

reggi** .fL, .+ C. Che se n sia uguale a 

nfi (u+i)* 



dx - L.x 



— 1 ; V integrale di — Lx adegua x 4»r» 

x 



X 1 



JDim. Cas. I. E poiché f. x 11 d x pareggia 

dv 

qualora n è maggiore di 1 (§. 161) , ed è D.L*=-— ; 
integrando per parti la formola propria , si avrà . 

r nJ r X L * x 

L..r= j // — 1 — T" • 
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/jjc dx i~*x^dx X 

, pareggia / — — , cioè ($.161) , . v , » 

Dunque dev'essere 

nfi «fi 

/■ » t a: Li.x x f ^ 
*fxL.a:== ; — +C. 
n+l ("fi)* 

Caa. IL Che se n sia uguale a — i , la proposta 

dx / dx 

forinola si riduce a — L.x. Ond' essendo / — =L.x t 

' x J x 

sarà 

— L x^L*x*—[— L.x-fC, 

or ^ jt 

e trasportando nel primo membro il secondo termine 
del secondo membro, si avrà 



2^-— L.x=L? -f-G , 

e dividendo per a ciascun membro di quest' ultima 
equazione , ne dovrà risultare 

f *Ll*=Ì£ +C. €. B. D. 
PROP. XXL TEOR. 

x^^dx 

197. V integrale della formola — pa- 

L.x 

reggia V espressione 

x m tax m m*x m 



(n-OL.x"" 1 (n-i)(n-a)L.x B -' (n-i)(u- 2 )(n-3;L.x 

m 8 -' rx m —'dx 

^" (n-i)(n-a)(q-3) . ; 2.1J L.x 



1 



I 
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x m — l dx 

Dira* Poiché la forinola - - u pareggia 

L.x. 

ac m . ^ X ^ ; integrando per parti quella forinola si 
avrà 

Ma ponendo h.xssy^ il fratto ^L- trasformasi 

nell'altro il cui integrale adegua (%• 161. ) 

_ 1 . . Dunque dev'essere 

e con cjò l'equazione (i) si trasforma nella seguente 
r x m - l dx -x m , m C x^dx ' 

/ "~^r =' («-IH G n — ' ' 



I 

Wl — J dx _ 



In oltre, essendo = x m * — =5ZT > inte " 

grando per parti il secondo membro, si avrà 



dx r dy 

n — i 



• 1 r ox r 

Ma ponendo L.x=y , si ha / — == /- 

i . - dx i 

_ _ — - , o Sia / - — r — — - — n ■ 

(n-3)y"- J J x h.x (n-3)L.x 

Dunque se nel secondo membro dell'equazione (3) 
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1 r dx 
sj ponga j n luogo di / si avrà 

Il perchè se nel secondo membro dell'equazione (2) 

in luogo di I _ n -~Y- si ponga il secondo membro 

J L.x 

di quest'ultima equazione, ne dovrà risultare 



ttv 1 ^"T^iTf 



in* / x m —*dx 

E procedendo nello stesso modo si troverà vero quan- 
to si è proposto. C. B. D. 

§. 198. Cor. Dunque l'integrale della forinola 

s? n — x dx x m — x dx 

tl dipende da quello dell' altra «— , cli'è 

L.x » L.x 

la più semplice di questo genere, ed il cui integra- 
le non si può esibire con un numero finito di ter mi- 



ai 

z 



ni. Intanto se pongasi L.a:=— « , si ba x—e m , ed a^ 1 

m 

. 11 perchè dev' essere pure mx m — J dxzzeP dz , ed 

perciò la formola < si ridu- 
ci Ja.X 

m 

€^dz 

ce ad - . Ma <?* ( 54- ) pareggia la serie 

z 

2 3.0 



/ 
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Dunque dev'essere 

r x m - J 'dx f/dx zdx ,*dz , \ 

/-et- = /(7 +<fc+ -r-hT3 + ec - ) 



3» ^ 



e ponendo mL.-r in luogo di z , si ha 

f* 7 "-*** ^ (fraj tX) ^ mL tX4 . m*L .x* yn g L^ 3 + €c +C- 
*-* x 4 » 2.3.3 . 

PROP. XXIL PROBL. 

199. Supposto che X /i* dinoti una qualun- 
que funzione della variabile x y esporre i melodi , 

c/ì* « «0/20 p^r integrare per parti la formola a*Xdx. 

D.X 

So/. CVm. I. Suppongasi , che sia szX 1 , 
D.X' D.X" 

— 1 — =:X", — \ — :=X"', ec», e che con tal mezzo si 
dx dx 

pervenga ad una formola X^ , che moltiplicata per 

adx ne dia l'altra aX' dx y che si possa facil- 
mente integrare , o che sia la più semplice nel suo 

genere. Or essendo D.a =a dxL.a 9 dev' essere 

X 

/x a 
. a <ìx-r- . 
li. a 

Il perchè essendo (§. 194) 

J'.a'ZdxsXf. adx~f . ( J. a*dx) d\ , 
sarà pure 

/* a x 1 / * j 
. a Xrf-rs X-;: — *7 / a «X • 
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e ponendo X f dx in luogo di dX , si avrà pure 

/. a Xdrs^— ~ — f. aX'dx. . . 
L.a L.a*/ 

Ma integrando per parti la forinola a*X'<£r 9 si ha 
f. a*X'dx =X'f. adx-f. (f. adxyX' f 



cioè 



J L.a L.aJ 

é 

Dunque se nel secondo membro dell'equazione (i) 

/x 
. a X'dx si sostituisca il secondo mem- 
bro di quest' ultima , si avrà 

/* a*X a*X' i r * „ . 
. a Xdx-~ — a + a /.a A or. 
L " L.a L.a ^ 

Nello stesso modo si dovrà procedere fino a tanto 
che si pervenga a far dipendere ¥ integrale di a*Xdx 
da. quello di un'espressione dell' istessa forma , ma 
che sia integrabile, o la più semplice nel suo genere 
Cas. II. Suppongasi in secondo luogo , che la 
formola a*Xdx sia più semplice di ciascuna di que- 
ste a x X'dx y a x X"dx^ ec, ma che sia 

f.Xdx=V ,y\ Prfr=Q , J. Qrfe=R, ec. 
Sarà ( $. 194 ) 

a dxL.a . 

e ponendo P in luogo di J. Xdx , si avrà 

J*. a*Xdx=a P-L.af. a Pdx . . . (i). 
Ma integrando per parti la formola a x Vdx si ha 



• 
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. f. a*Vdx=af. Vdx^adxL.a ; 

cioè , ponendo Q in luogo di f , P<£r , 

i 

. a Pdxzza Q— L.aJ . a Qrfr. 
Dunque se nel secondo membro dell' equazióne (i) 

. a Vdx si ponga il secondo membro 
di quest' ultima , si avrà 

Jl aXdx=aP-a*Q .LafLZ*J . aQdx . 

E continuando nello stesso modo si perverrà final-* 
niente ad una forinola integrabile , ovvero ad un'al- 
tra, che sarà la più semplice nel suo genere. G. B.D. 

Esempio I. Esibire T integrale della formola 
a x x*dx , ove la ù rappresenta un numero intiero 
positivo. 

Qui la X n'è dinotata da x 11 ; ond v essendo 
-p- uguale ad una quantità costante > gioverà adot- 
tare il prillo de' due metodi quassù esposti per in- 
tegrare per parti la formola a*x n dx. Il perchè dev'es- 
sere in primo luogo 

. a x n dx=~ ■= — / . a x dx ... (i) > 

L.a L.a*/ 

Ma ponendo /i-i in luoco di n in ciascun membro 
di questa equazione , si ha 

. a x dxzi — = ■ — = — / . a x n -*dx .... (a) 

L.a Li.aJ 

Dunque sostituendo nel secondo membro dell' equa- 
zione (i) il valore di a x x ìl ^ x dx ottenuto in que- 
*t 5 ultima equazione , si ha 



\ 



i38 . . 

J b.a L.a L.a 

E quindi se in quest'ultima equazione si sostituisci 
n-3 in luogo di n y si ha 

"Eia 

L.a ^ 

e sostituendo nell' equazione (3) un tal valore di 

.ax ax , ne risalta 

/. , o*a* no**"— 1 , «(n-i^***"' 
L.a Ca L.a 8 
_ w(«-i)(ii-3)a«3r»-3 x n(w~iXw-3)(>»-3) fo^fa 

Dunque procedendo nello stesso modo , dovrà perve- 
nirsi finalmente ad un integrale , di cui l' ultimo ter- 
mine avrà per fattore j*. a x x* m ~ n dx, cioè J. adx } eh 1 



a* 



« « 



h uguale ad S e perciò la proposta forinola si può 

complètamente integrare. 

Esempio IL Fogliasi t integrale del fratto 

a*dx . . 
-, ove la n ne dinota un numero intiero* 

La X del Teorema precedente n 9 è qui dinotata 

if 1 — 

da -V" • Onde siccome * è una funzione più corn- 
ar* dx n 

plicata di ^ , ed altronde V integrale di a( ^ c 8 ua 



I 



$ 
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■ 1 >l - , ch'è più semplice di , gioverà adottare 

{/J— 1 J x rmmm x 

il secondo metodo esposto nel Teorema precedente per 
integrare per parti la proposta formola. II perchè 
dev'essere 

y% a*dx — a* . h.a r a*dx , v 
=v r—-"4 /• . . . ( i) , 

e ponendo in questa equazione 72-1 in luogo di n , 
si ha 

• afa— i (ff-a)*»*-* W-2 / ' 

/C&dx 
. - w ^ ■ sostituito nelP equazione 

(1) ne dà 



JL.a* foxdx 
n-i)(n-2j 9 



e continuando nello stesso modo si perverrà finalmen- 
te a far dipendere l' integrale della proposta formola 

da quello di , il quale non si può esibire con 

x 

un numero finito di termini, per esserne l'integrale 

di — — uguale a L.x. Ma se nel fratto ~ ^- in luo- 

«a? x 

go di a x si ponga la serie ($. 54) 
i-fxL.a-f.- L. a 4- — —L.a+ec. , si avrà 



cioè 
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XX///. T£Ofi. 

200. Supposto che F integrale di Xdx sia una 
funzione algebrica della variabile che per mez- 
zo delle peritò precedenti si tropi uguale a P ; gii 
integrali delle formale XdxArc.sen.x, XdiAtccos. 
x , XdxArc.tang.x , ec. dipenderanno tutti dagf in* 
tcgrali di formole differenziali algebriche. 

Dim. Infatti supposto che sia r il raggio del cer- 
chio , nel quale son presi gli archi , di cui il seno, 
il coseno , la tangente , ec. n'h dinotata da x, deve 
essere ( §. 194) 

/ .r rPdx 
. XirArc.seor=P.Ar c.senx~J 9 

.Arc.cosgsP.A rc.cosx+ J* - , 

y.XdrArc, tango: =P. Are. tang.x— /\ JI^^L, ec. 

rPdx r*Pd!r 
Ma l'espressioni ~ 9 r*f x * 9 eC * S ° n ° ^ unz * oxl * 

differenziali algebriche. Dunque se per mezzo delle 
precedenti verità si possono determinare gl'integrali 
di tali espressioni , si avranno quelli delle funzioni 
differenziali date. G. B. D. 

PROF. XXIV. PROBL. 

§. 201. Posto che il raggio trigo nome trico sia 

uguale ad 1 ; esibire V integrale di dtpsen?" , ove n 
ne dinoti un numero intiero positivo. 

Sol. Essendo cfysen$ n =cfysenq>.sen9' l ~" 1 ; integran- 
do per parti il secondo membro di questa equazione, 
si ha 



cioè 

J*. ^fysenq&r— senq/*"" 1 cos9+(/i-i)^cosij)*d9sen9 l *~ a , 

, Ma cosj* pa reggi a i-seri? . Dunque sostituendo un 

tal valore di cos<p* nel secondo membro dell'ultima 
equazione, si ha 

_ i 

rftpsenq^-senq/*"" 1 cos<p+ (u— i) yd<psen9 n ""~ a 

E trasportando nel primo. membro il terzo termine Uel 
secondo membro , é dividendo per /z 1' equazione , 
che ne risulta , si ottiene 

d<fren<f n =z-^-sen<p r *~ l cosq)f^— i^. ^seiji?' 1 """ 2 . . . (1) 

Il perchè se in quest' ultima equazione si ponga n~2 
in luogo di n , si ha 

/. doseno*"^--^-- sen^ n ^ 3 co^^^ /\ c?9 sena/*"""* 
73—2 n-~iJ 4 1 

e sostituendo questo valore di y. efysen?"*""* 2 nel se- 
condo membro dell' equazione (ì) % si ottiene 

. oipsen® = — senq> co»9- — ; -seno coso 

n(n-2) J 

Nello stesso modo procedendo innanzi si perverrà fi- 
nalmente ad esibire l'integrale di d^sen?" per una for- 
inola , di cui r ultimo termine nel caso di n pari 

avrà per fattore Jd§ % o sia <p ; e nel caso di n dis- 



1^2 

pari avrà per fattore J*.dp%eiìp , cioè -»cosf • Dunque 

la forinola d^beop 1 è sempre integrabile in un numera 
finito di termini. C. B. F. 

§. 202. Cor. Supposto che n dinoti un .numero 
intiero positivo; se pongasi l'ar co 4 ? uguale a 90°—*, 

si ha (Nr=r-dp) cos*=senp, e cos* ssen^*. Il per- 
chè dev'essere dìrcos'ir n =—dVsen<i> n * Dunque se nell'in- 
tegrale di dysenty 1 (§.201) preso col segno cangiato 
si ponga 90 -* in luogo di 9, si avrà l'integrale di 

tftcos* • 

PROF. XXF. PBOBL. 

ao3. Supposto che il raggio trigonometrico sia 
uguale ad 1 ; esibire in che modo si pervenga ad 

integrare il monomio d$sen<p cos^ , ove m ed a sono 
numeri intieri positivi. 

Sol. E poiché l'è </<psen<p cos$*= cosy""* 1 </<pcos<p 

senq> TO ) integrando per parti rispetto a dipcos9senq> wl , si 
dee avere 

.a<psen<p cos<p ^JJJJj^ 008 ? sen 9 

£ quindi se nel secondo membro di quest'ultima e- 
qu azione si ponga sen<p m ( i~cos9*) in luogo di 
senq) ~ » si ottiene 

y\ ifysen^cosq/ 1 ^^p-cos^^ 1 sen^"^" 1 

tfn+if ^? seil ^ mcos ^ a *"^7 y ^9sen<p m cos9 ,I > 
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6 trasportando nel primo membro Y ultimo termine 
del secondo membro , e dividendo V equazione , che 

ne risulta, per i+ — — , o sia per - , ne risulta 

m n 1 -Ti— t m .1.1 

, rf?den9 cos9 -^j^ cos ^ sen ^ 
-J — j— /a(psen9 cosq> . . • 

Ma se in quest'ultima equazione si ponga /1— 2 in luo- 
go di /1, si ottiene 

/ -, m ti a I — 3 — — 

• J9 sen9 cos^ = ^ cos9 sen9 

n— 3 r, m n+^i 
j . jd 9sen9 cos 9 ' 

Dunque sostituendo nel secondo membro dell'equazio- 
ne (1) il secondo membro di quest'ultima in luogo di 

J . d$ sen9 m cos9"~" a » si ^a 



- IH—— TI I lt,_ 2 771-1 3 

. a9sen9 cosqv = ■ , co$9 sen t 

, (fl— v w— 3 ™+i 

j v cos <p genq) ^ 



(/7»-|-r7)(/llf«-2) 

Nello stesso modo procedendo innanzi si perverrà fi- 
nalmente ad esibire l'integrale della proposta forino- 
la per un' altra , di cui l' ultimo termine nel caso di 

n pari avrà per fattore /!d9sen9 m > che si può facil- 
mente esibire ( §. 201. ) > e nel caso di n dispari 

queir ultimo termine avrà per fattore J\dycos$senq> m f 
il cui integrale pareggia sen ^ , Dunque T inte- 
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graie della forinola <fysenp cosy conterrà sempre un 
numero finito di termini. G. B. F. 

PROF. XXFI. PROBL. 

§. 304. Supposto che il raggio trigonometrico sia 
uguale ad 1 ; esporre in che modo si pervenga ad 

1 m 

integrare il fratto * Sen *- , ove m ne dinoti un qua- 

cos« 

lunque numero intiero positivo. 

Sol* Il proposto fratto è lo stesso che il prodot- 

dotto di sep * per cksen* , e l' integrale di J*sen« 

cos* 

pareggia -cosa. Dunque integrando per parti quel pro- 
dotto rispetto a dasen* , dee risultarne 



m m t 

/, seri,* sen* 
. dot ss X— COS* 

1 COSA cQStf 



r /(in— I lcos* seri* a* + 2»en* rf* 1 — -m— 1 

*/ • cos«( i 1 =1 J^-sea* 

V cos* 



1/^. ^r^^W 1 ^ /* sen« m rf ( 
+{m-iy 



COSa COSa 



e ponendo 1— sen*« in luogo di cos** nel secondo ter- 
mine del secondo membro, si ba 

/dasen*" 1 m— ! . /- sen. cT^d* 



COStf 



in m _ 

sen « cfc r sen « a, 



A V cos.* V/ 



9 



COS. et 

e trasportando nel primo membro i due ultimi termi-? 
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ni del secondo membro, e dividendo tutta l'equazio- 
ne per ni— 1 , si ottiene 

_ ih m 2 , 

/a* sena — t — m /sen* a*. , % 

. = — — seuec +«/ • • • V x ; 

COS.* /ti— x cos* 

Ma polendo m— 2 in luogo di m in ciascun membro 
di quest' ultima equazione , si ha 



/ 7? sena +/- 

^ cos* 771—0 



cosrt m—o J costf 

Dunque sostituendo nell'equazione (1) questo valore 

~™ — a 



di y. *fff![_, dev'essere 



C0S« 



y, T m . — m f nu-3 *' f 1 ' m 4 

cz«sen« sen* ~"' sen* rdasei ,* * 

C0S* ~~~~ 772—1 ~" 171—3 v cos* 

Nello stesso modo procedendo , si potrà pervenire a 
far dipendere l'integrale della data forinola dall'in- 
tegrale di — ^^nel caso di m pari , e da quello di 

COS. ot 

«sena, ne j caso <ji m dispai. Ma F integrale (§.186) 

COScc 

da .1 r /*i+sèn*\ d!*sen« 

di pareggia Lf j , e quello di 

cos* r 00 a M-sen*/ . ^ cos« 

( J. 161 ) adegua — L.cos* Dunque la data formola si 
pub completamente integrare. C. B. F. 

§. 2o5. Cor. Suppongasi, che l'angolo « sia,u- 
guale a 90°-$. Dev' essere ?en*=cos£ , cos*=sen/3 1 e 



d*=-d&. E quindi la formola C ° S f dee pareggiare 

* sen/S 

d#sen«™ jj a p integrale di quest* ultima formola si 



TU 



COS* 

IO 



\ 
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può esibire con un numero fluito di termini. Dunque 
se in tale integrale si ponga 90°-$ ia luogo di « sì 



avrà r integrale di — — . 

/ sentf 

CAP. VII. 

APPLICAZIONI DEL CALCOLO INTEGRALE ALLA RETTIFICAZIONI 
DJBLLB LINEE CURVE , ALLA QUADRATOLA DELLE SUPER- 
FICIE , ED ALLA CUBATURA Dfi' SOLIDI DI RIVOLUZIONE. 

PROF. XXril. TEOR. 

$• 206. Se x ed y ne dinotino rispettivamente 
le coordinate ortogonali di 44/34» curva qualunque , 
dalla cui equazione rispetto alt asse delta x si rì- 
devi esserne dj=Xdx ; un arco qualunque s di tal 
curva ne sarà dinotato dalla diffe renza de due va- 
lori j che l'integrale di dx>/(i-pX*) ni acquista al 
forvisi in luogo di x ora /' ascila , che corrispon- 
de ad un estremo delt arco s , ed ara quella^ che 
corrisponde ali 9 altro estremo. 

Dim. E poiché dy adegua X*£r , dev'essere 
dy*zsJL*dx?i e quindi il differenziale ds dell' arco * 
essendone generalmente dinotato ($-i39) da \/(dx % \dy % ) 
potrà pure designarsi per y/(da?+X*dx*) t e portando 
il fattore fuori del segno radicale y si avrà 

ds=dxS(ifX.*), 1 
e quindi te/.rfjCv^ifX^+C. . . , (*) 

Or se Parco e si computi da quel punto della curva, 
nel quale l'ascissa, che vi corrisponde, sia uguale ad 
a, e termini in quell'altro punto della curva, ove 
V ascissa , che vi corrisponde, sia uguale a c; l'è chia- 
ro, che ponendo nell'equazione (1) a in luogo di x> 
debba farsi *=o ; e quindi dev' essere zero uguale a 
ciò che ne diviene l'integrale di i+X 2 ) alporvisi 
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a per aggiuntavi la costante C. Ma posto a per x 

in quell'integrale, esso acquista un valore determina- 
to, che può dinotarsi con A. Dunque dev' essere 

A+C=o, 

e quindi C=-A. 

In oltre , se nell* equazione (i) in luogo di x si pon- 
ga c, e per la debita costante C vi si sostituisca —A; 
si avrà s uguale a ciò che ne diviene l' integrale di 
J.rs/Ci+X 1 ) al porvisi c per x % diminuito di A, o sia 
del valore che si acquista lo stesso integrale al porvi- 
si a per x. Dunque ec. G. B. D. 

Esempio. Diasi F equazione py*:=x 3 della secon- 
da parabola cubica ; determinare f arco di tal cur- 
va , che trovasi tra le semiordinate corrispondenti 
alle ascisse a e c. 

Dall' equazione py*=xf della proposta curva si ha 



x% j e dy=? x dx j) un q ue dev'essere 

P ' 2 P 

fy* = . ? quindi %/(d^^y*)=dx%/^i+^^ . 

Il perchè se con s si dinoti un arco di essa curva , 
dev'essere 



••••(>) 



Intanto (%. 167 ) si ponga i-f^=2 ; dev'essere 



{i-f~p ) sz 5 y e dxz z^^ Z . E sostituendo questi valo- 
ri nell'equazione (i) , essa si trasforma nella seguente 

s J? [ . f dz-ÌC , 
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o sia nell' altra 



i= — z +C. 

9*V 



Ma *ì adegua ('+^) • Dunque dev'essere 



Or poiché l'arco, che si vuol rettificare incomincia 
da quel punto della curva , al quale corrisponde l'a- 
scissa x=a; dev'essere in tal punto szso. E perciò se 
nell' equazione (2) si ponga o per ^ ed a per x % si ha 

°^( ,+ 4>) +C ' 

Ma lo stesso arco termina in quel punto della curva, 
al quale corrisponde l'ascissa x=c. Dunque se nel se- 
condo membro dell' equazione (a) si ponga c per x > 

8p/ Qa\* 

e -^V» 1 ^!^/ ^ er ^ 7 Sl avr * ** arco ^élh P ro P 0Sta 

curva intercetto tra le semiordinate corrispondenti alle 
ascisse a e c uguale ad 



8 4( k;) 5 -o + ^) 
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§. 207 * Se x ed y ne dinotino le coordinate or- 
togonali di una curva , la cui equazione sia v=X; 
(7 quadrilatero terminato dalle semiordinate corri- 



/ 



I 
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spondenti alle ascisse a e c , dalla differenza di que- 
ste ascisse , e dall'arco intercetto da quelle semi- 
ordinate ^ sarà quanto la differenza dei valori , che 

V integrale di Xclx si acquista al porpisi ora la x 
uguale ad a > ed ora la x uguale a c. 

Dim. Poiché ( §< i54- ) l'elemento dS dell' aja 
di una curva qualunque terminata dalle coordinate or- 
togonali x ed y, e dall'arco vien dinotato da ydx % ed 
è y=X; dev'essere cJS=Xcir; e quindi 

S=/IXì/jH-C. . . . (i). 

Or se 1' ascissa a sia hiinore dell' altra c , ponendo 
nella precedente equazione x-a , dee sparire il primo 
membro S di essa ; e quindi si ha zero uguale a C 
aggiuntovi ciò che ne diviene 1' integrale di X.dx t al 
porvisi a per x. Ma posto a per x ne li* integrale di 
Xrfr, questo si acquista un valore determinato , che 
può dinotarsi con A*. Dunque dev 9 essere 

C+A 3 =o , 

e quindi C ss — A*. 

^n oltre se iiell' equazione (i) si ponga c per x , e 
Per la debita costante vi si sostituisca — A a ; si avrà 
la superficie del proposto quadrilatero uguale a ciò 
che ne diviene T intégrale di Xdx al porvisi c perx, 
diminuito di A 2 . Dunque il proposto quadrilatero ade- 
gua ec. C. B. D. 

Esempio. Suppó&ò che p ne dinoti il parame- 
tro principale di una parabola conica ; determinare 

V aja di quel quadrilatero di tal parabola termina- 
to dalle semiordinate alt asse corrispondenti alle , a* 
scisse a e c, dall'arco intercetto dalle medesime se- 
miordinate, e dalla differenza c— a di quelle ascisse* 

Si dinoti con y una qualunque seiuiordinata all' 
asse delia data parabola. Òarà per la natura di tal 

curva y 2 =/;x , ed yz:p*x*. E quindi dovrà essere 

dS~p*x*dX) 



l/>f> 



ed integrando si avrà 



* » 



s= a '' q * +C . . . (,). 



Ma poneudo iu quest' ultima equazione x—a $ si ot- 
tiene 

Dunque dev'essere 

r- ^ 

G - — r 

Il perchè se nel secondo membro dell'equazione (i) 

i t 

si ponga — , ^ a in luogo di C > e c in luogo di x\ 

3 

dee risultnrne l'aja addimandata uguale a 

il il 



cioè uguale a 



~ (cs/pc-a>/pa) 
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$.208. Post? le medesime cose dlla Prop.prec.y 
éé con r : p si dinoti il rapporto del raggio di un 
cerchio alia sua periferia , con X'dx il differenzia* 
le di y , e la proposta curva si aggiri intorno al 
suo asse ; la superficie generata daW arco di tal 
curva intercetto dalle semiordinate corrispondenti 
alle ascisse a e c , sarà quanto la differenza de* va- 
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* ». , i j- pX(]xv / (i+X ,a ) , 
lori , che l integrale di ± 1 ^ si acquista 

al porvi si ora la x uguale ad a , ed ora la x «- 
guale a c. 

J9//7I. Poiché ( §. i54- ) 1* elemento dG di una 

superficie di rivoluzione pareggia , ed 

è /=X , e dy—X!dx , dev* essere pure 

jn pX^C^X'W) 

r 

o sia «G= , 

ed integrando si ottiene 

G=^/XcfV(i+X fa )+C. ... (i) 
r 

Or se T ascissa a sia minore dell' altra c , ponendo 
in quest' ultima equazione a in luogo di x , dee spa- 
rire il primo membro di essa , e 'I secondo membro 
si dovrà ridurre alla costante C aggiuntovi il prodot- 
to di pel valore , che si acquista V integrale di 

Xdtv/(j+X'*) al porvisi a per x , e che potrà dino- 
tarsi con A a . Dunque dev'essere 

oJ^À'+C; 
r 

e quindi C = — A*. 

Il perchè se nell* equazione (i) in luogo della debita 

pA* 

costante C si ponga -~ , e nelP integrale di 

r 

Xdxs/^i+X' 2 ) si sostituisca c in luogo di x > ne do- 
vrà risultare la superficie della proposta armi Ila ugua- 



* 
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le al prodotto di — per ciò che ne diviene 

■ 

/.Xrfrv/O+X'*) 

ponendovi c per x , diminuito di — -~ . C. B. D. 

Esempio. Supposto che in ne dinoti il parame- 
tro principale di una parabola conica 9 la quale si 
aggiri intorno al suo asse ; determinare la superfi- 
cie generata dall' arco di tal] parabola intercetto 
dalle semiordinate corrispondenti alle ascisse a e c. 

Qui r è yzzy/mx , e con ero dy-— = — ; — • 

qmx qx 

Dunque dev* essere X —\/ mx , ed X'*=-^-, Il per- 

* qx 

che sostituendo nell* equazione (i) della Prop. prec. 
per X ed X' a i loro valori , si ottiene 

e facendo le convenevoli riduzioni , sì ottiene 
G ^fdx O a f ^mxf+C . . . (i) 

Intanto ( §. 167) si ponga m*+4 mx = z - Dev* essere 

i * dz 
(nP+tynxfzz z* , e d x — m ]r n • ^ perchè V equazione (1) 

si trasforma nella seguente 



2/7 4/» 

o sia neir altra 

G= £-. -*L + c=i^ + c, 

r laro 12/nr 
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E ponendo nel secondo membro di quest'ultima equa- 

t t 

zione {m^fynxy in luogo di * 5 , si ha 

G= j>(m*f4m x )l +G 

I2mr 

Ma ponendo a per x in quest'ultima equazione 9 si Ita 



121731* 



+c. 



Dunque dev'essere G=- pW ^ a ^, Il perchè senei 
secondo membro dell'equazione (2) si ponga in luo- 

go di x, t-tW+fa*)* per la debita costante (J, si 

iimr 

ottiene la superficie della proposta armilla uguale a 

9 9 
p(m*+^mcf _p{m % +^may 

\2mr X2mr è 
PROF. XXX. TEOR. 

* 

309. Poste le medesime cose del Teorema pre- 
cedente, nella rivoluzione della proposta curva intor- 
no al suo asse , il solido generato dal quadrilatero 
terminato dalle due semiordinate corrispondenti alle 
ascisse a e c , dall 9 arco intercetto dalle medesime 
semiordinate , e dalla differenza di quelle ascisse 9 
sarà quanto Iq, differenza de'valori , che P integra- 

, ,.pX*dx 

*~2r — si ac( l msta a ' forvisi ora la x uguale 

atf a , ed ora la stessa x uguale a c- 

Dim. Poiché V elemento dV di un solido . di ri- 
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volizione (S-i54) pareggia ^—-t ed * y±V\ 
dev* essere 

„ pX.*dx 

dVsL— -, 

ar 

ed integrando si ottiene 

V=^/X»<fe+C . . . (i) 

Or se l'ascissa a. sia minore dell'altra c, ponendo 
in questi ultima equazione a in luogo di x , dee spa- 
rire il primo membro di essa , e 1 secondo memBro 
ài dee ridurre alla costante C aggiuntovi il prodotta 

di H pel valore, che si acquista l'integrale diX'd* 
ar * 

al por visi a per e che potrà dinotarsi con A 3 . 
Dunque dev* essere 

ar 

pA 8 

e quindi C =— —— • 

* 

U perchè se nell' equazione (i) in luogo della debito 

costante C si ponga -i^L- , e nell'integrale di Vi* 

ar 

«■ 

si sostituisca e in luogo di x; ne dovrà risultare i 
solido generato dal proposto quadrilineo uguale ai pro- 
dotto di £ per ciò che ne diviene l'integrale diX'<k 
ar 

ponendovi c in luogo di * , diminuendo un tal pro- 
dotto di . C. B. D. 

ar 

Esempio. Diasi V equazione my*=x 3 àeUa se- 



i 



\ 
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conda parabola cubica , Ha quale si concepisca ri- 
volgersi intorno all' asse delle ascisse ; determinare 
il solido generato dal quadrilineo di tal parabola 9 
eh* è terminato dalle semiordinate corrispondenti alle 
ascisse a e c, dalParco intercetto dalle stesse semi- 
ordinate , e dalla differenza delle' ascisse. 

Essendo myhzar 9 dev'essere y*= — . Ma Ve y* u- 

771 

guai e ad X 1 del Teorema precedente. Dunque se nel- 
T equazione (i) dello stesso Teorema in luogo di X* 

si sostituisca — , $i ottiene 

m 

2rJ m 

cioè V=-#^- + C . . . (i) 

E ponendo a per quest' ultima equazione si tras- 
forma nella seguente 

dalla quale si ha 

11 perchè se nel secondo membro dell 9 equazione (i) 
si ponga - J ^~^- w luogo di C , e c in luogo di 

si avrà il valore addimandato uguale a 

pd pai 
Smr Smr 



fine. 



w 



i5 7 

sr a> a lì i 
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